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Résumé. Nous étudions ’homogénéisation d'une équation de transport dans un
milieu périodique de période €. Cette équation est un probléme aux valeurs propres
qui modélise ’équilibre d’une densité de particules réagissant avec un milieu sous-
jacent. Le libre parcours moyen des particules est supposé étre aussi de taille €, ce
qui entraine que le modéle limite est une équation de diffusion. Lorsque les coeffi-
cients sont purement périodiques, on obtient une équation homogénéisée posée dans
tout le domaine, tandis que si les les coefficients sont périodiques modulés par une
variation spatiale macroscopique il se produit un phénoméne de localisation pour
lequel I’équation homogénéisée est, aprés un changement d’échelle en /¢, ’équation
de Toscillateur harmonique dans tout I’espace. Le principal résultat présenté ici a
été obtenu en collaboration avec G. Bal et V. Siess (voir [3] pour des démonstrations
détaillées).

1 Introduction

On considére I'équation de transport suivante

ev - Vo (z,v) + X (x,v)¢ (z,v) — / o (z,v",v)¢° (z,v") dv’
v
= )\E/ fe(z, v, v)¢° (z,v") dv’ dans Q x V 1)
*=0 surl_ ={(z,v) € 9N ZV, v-n(zx) <0}

ott  est un domaine borné convexe de RY, V est 'ensemble des vitesses (un ouvert
borné de RY qui ne contient pas 0, de mesure normalisée |V| = 1), et les coefficients
sont des fonctions périodiques modulées définies par

x x x
Y (z,0) =% (x, —,’U) , 0%(z,0'v) =0 (x, —,U',v) , [e(xvv) = f (x, —,v',v) ,
€ 3 3
2)
ot X(z,y,v), o(z,y,v",v), et f(x,y,v',v) sont des fonctions positives, réguliéres en
x € §, périodiques en y € TV (le tore unité). Si I'on fait ’hypothése (non optimale
mais suffisante pour notre propos) qu'’il existe une constante C' > 0 telle que

flzyy,v',v) > C,
Z(x,y,v)f/ O'(SC,y,’U/,’U)d’U/ Z Ca
v (3)
Z(x,y,v)—/ o(z,y,v,v)dv’ > C,
\%
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alors, grace aux lemmes de moyenne [12], 'opérateur dans L?(Q x V) associé au
probléme spectral (1) est compact et vérifie un théoréme de type Krein-Rutman
[10], [20]. Par conséquent, le spectre de (1) est discret, au plus dénombrable, et
il existe une premiére valeur propre réelle positive simple associée a une fonction
propre positive.

A cause du coeflicient ¢ devant le terme d’advection, (1) est un probléme de
perturbation singuliére combiné & de I’homogénéisation. Cette mise a 1’échelle de
(1) correspond & un libre parcours moyen des particules de 'ordre de e. L’équation
(1) est un probléme aux valeurs propres qui exprime ’équilibre entre les termes de
transport, d’absorption et de collision & gauche et le terme de production a droite.
En neutronique, (1) est connu sous le nom de probléme de criticité et il est utilisé
par les ingénieurs pour prédire le fonctionnement d’un réacteur nucléaire en régime
permanent. L’inconnue est la premiére fonction propre ¢°(z,v) (la seule positive
qu’on peut interpréter comme un flux neutronique) et la premiére valeur propre \°.
Si A¢ =1, il y a équilibre parfait entre production et dissipation des neutrons (la
réaction nucléaire est auto-entretenue et le réacteur est dit critique), si A* > 1 il
n’y a pas assez de fission et le réacteur, étant sous-critique, ne peut fonctionner,
tandis que si A° > 1 le réacteur est sur-critique et ne peut fonctionner que si 'on
introduit des absorbants supplémentaires. Il existe d’autres applications physiques
de (1) comme le transport photonique, le transfert radiatif et les semi-conducteurs.

Depuis les premiers travaux de Larsen [17, 18, 19], de nombreux auteurs se sont
intéressés au probléme d’évolution associé a (1) (voir par exemple [8], [11], [14],
[15], [24]). Le probléme aux valeurs propres a été plus spécifiquement étudié dans
[2], [7]. Dans tous ces articles le cas général de coeflicients dépendant a la fois de
la variable macroscopique = et de la variable microscopique y = x/¢ n’est jamais
abordé car il présente de nombreuses difficultés. Par exemple, article [2] suppose
que les coefficients dépendent seulement de la variable rapide y = x/e, mais pas
de z. Au contraire, les articles [15] et [14] font une hypothése de microréversibilité
locale qui revient a dire que le comportement local de (1) dépend seulement de z
et pas de y = x/e. Dans ces deux cas, on obtient un comportement homogénéisé de
type diffusion dans le domaine 2.

Nous allons voir ici que dans le cas d’un vrai couplage entre les variables lente x
et rapide y, et sous une hypothése de structure géométrique générique, il se produit
en plus du phénoméne d’homogénéisation une localisation autour d’un point de
concentration a une échelle /e (voir le Théoréme 3.1 ci-dessous). Il s’agit d’un
résultat obtenu en collaboration avec G. Bal et V. Siess [3].

Pour bien expliquer la portée de ce résultat nous rappellerons dans la section 2
les résultats de [2], [7] dans le cas purement périodique. La section 3 est consacré a
I’énoncé des principaux résultats, tandis que la section 4 donne quelques éléments
de démonstration.

2 Le cas purement périodique
Dans cette section on suppose que les coefficients définis par (2) sont purement
périodiques, c’est-a-dire que ¥ = X(y,v), 0 = o(y,v',v), et f = f(y,v',v) avec
(y,v,v") € TV x V x V. On introduit le probléme de cellule (dit aussi de milieu
infini)
v-Vi(y,v) + 2y, v)(y,v) = / oy, v, v)Y(y,v") dv’
v

(4)
+)‘OO/ f(y, v, v)¢(y,v") dv' dans TV x V,
v



ainsi que son adjoint

—v - V*(y,v) + X(y,v) *(y, v, 0)Y* (y,v") dv’

<\

(5)
+A> fy,v,v *(y,v') dv’ dans TV x V,

avec les coefficients adjoints f*(x,y,v',v) = f(z,y,v,v") et o*(y,v',v) = o(y,v,v").
Dans (4) et (5) ¢ et ¥* sont les premiéres fonctions propres qui sont associées a la
méme premiére valeur propre. On peut montrer de plus qu’il existe une constante

C > 0 telle que C~1 < 9(y,v),v*(y,v) < C.
On définit alors un flux de dérive par

J = /Y /V 0y, ) 6 (y, v) dy do. (6)

Théoréme 2.1 ([2]) On suppose que le flux de dérive défini par (6) est nul, J = 0.
Soit (A )k>1 les valeurs propres de (1) rangées par ordre croissant de leur partie
réelle, et (pF)k>1 des vecteurs propres associés normalisés. Alors

A=\ 1 %P 1 oo(e?),
0w U* est la k-éme valeur propre d’un probléme homogénéisé de diffusion

—div(DVu*) = vkguk  dans Q (1)
uF(x) = 0  surdQ,

et, a une sous-suite pres,

v (%)

ou uF est un vecteur propre associé & la valeur propre v*. Les coefficients homogé-
néisés sont donnés par

7= [ ] | oot o dydvar,

— uF(x) fortement dans L*(Q x V),

. (8)
[ ] et @i o
™ Jv
avec X solution de
vV 4+ Iy = / fxtdv 4+ X / ox'dv' —vitp  dans TV, (9)
v v

La condition J = 0 est exactement la condition de compatibilité dans ’alter-
native de Fredholm qui permet de résoudre 1’équation (9). Une conséquence du
Théoréme 2.1 est que lorsque € tends vers zéro il y a de plus en plus de valeurs
propres pour (1) puisque le probléme limite (7) en a une infinité. Si la valeur propre
limite est simple (comme la premiére), alors toute la suite des vecteurs propres
converge sans qu’il soit nécessaire d’extraire de sous-suite.

L’hypothése J = 0 est trés naturelle d’un point de vue mathématique et elle
est souvent satisfaite dans les applications physiques. Elle s’interpréte comme une
condition de symétrie dans l'espace des phases. En effet, si V = —V (au sens ou
vEV = —v e V) et siles coefficients sont isotropes (ou bien pairs en v avec une
symétrie cubique en y), alors ¥*(y,v) = ¥ (y, —v) et J = 0.

Lorsque J # 0, G. Bal a généralisé le Théoréme 2.1 et montré qu’il se produit
un phénomeéne de dérive exponentielle. Pour cela il faut introduire une variante



du probléme de cellule (4) du type ondes de Bloch réelles. Pour tout # € RY on
considére le premier couple propre

{ v- Vo + Sthg = [[, ovg dv’ + A°(0) [,, foe dv’ dans RN x V

y — vo(y,v) exp (=0 - y) TV -périodique, (10)

ainsi que la premiére fonction propre de ’adjoint

—v - Vybp + 35 = [, 0"y dv' + A>°(0) [, f*¢; dv’ dans RN x V
y — ¥y (y,v) exp (0 - y) TN -périodique,

normalisée par [1n [\, [i, fvet; dydvdv’ = 1.

Théoréme 2.2 ([7]) Il existe un voisinage de 0 sur lequel la fonction § — A>°(6)
admet un unique point de maximum 6y qui vérifie

VA< (00) = J00) = [ [ om0 i, (.0 g, (1)

Soit ()\’;)kzl les valeurs propres de (1) rangées par ordre croissant de leur partie
réelle, et (p¥)k>1 des vecteurs propres associés normalisés. Alors

A= Ao (o) + V% + 0(e?),
0w U* est la k-éme valeur propre d’un probléme homogénéisé de diffusion

—div(Dg,Vuk) = v*GeuF  dans Q
uF(z) = 0 surdq,

et, 4 une sous-suite pres,

¢ (,v)

e T s b (2) fortement dans L2 x V),

Yo, (f,v)

ot u® est un vecteur propre associé la valeur propre v*. Les coefficients homogénéisés
sont donnés par des formules similaires a (8) ou toutes les fonctions sont évaluées
pour le facteur de dérive 0.

La différence principale entre les Théorémes 2.1 et 2.2 est que dans ce dernier les
fonctions propres sont asymptotiquement le produit d’une fonction périodique, d’un
vecteur propre homogénéisé, mais aussi d’une exponentielle exp (908“). Par consé-
quent, lorsque J # 0, les fonctions propres de (1) se concentrent exponentiellement
sur une partie du bord du domaine 2. Un résultat similaire a lieu aussi pour des

équations de diffusion [9].

Donnons quelques éléments de la preuve du Théoréme 2.1. Une premiére étape
consiste & procéder a un changement d’inconnue (principe de factorisation) en po-

sant .

wi(e,v) = T
v (%:v)
Le probléme (1) est alors équivalent a

£

v Vuf + Q% (uf) = v°F*(uf) dans Q x V
ut=0 surl_,

avec V5 = (A° — \>®)e™2,

Fe(u)(z,v) = m /v fe(z v v)y (g,v/) u(z,v') dv’,



Q(u)(z,v) =

u(x,v) [, 05 (@, 0", 0)¢ (£,0) dv' — [, 05 (z, v, v)Y (£,0") u(z,v') dv’

¥ (%:0)

avec la notation o,, = 0 + A*° f. L’opérateur Q)¢ s’interpréte comme un noyau de
collision qui relaxe les fonctions, dépendant de (x,v), vers leur moyenne en vitesse,
ne dépendant plus que de x. En effet, il vérifie

Ker Q° = {u e L*(Qx V)| u(x,v) :/

14

u(z, v) dv} .

L’analyse asymptotique du spectre de (12) est donnée par 1’é¢tude de la suite d’opé-
rateurs de Green S. définis sur L?(Q x V) par S:(¢) = u® ol u® est désormais la
solution de

1., e L e(e) — e
{Ev Vuf + 5Q°(uf) = F°(q) dans Q@ x V (13)

ut* =0 surl_.

En effet, S a les mémes vecteurs propres et valeurs propres (inverses) que (12).

La deuxiéme étape est donc ’homogénéisation du probléme (13). Remarquons
que (13) a exactement la mise a I’échelle usuelle lorsque I'on souhaite obtenir une
limite de diffusion & partir d’'une équation de transport. Effectivement, on peut
obtenir de bonnes estimations a priori sur (13), alors que cela n’était pas possible
pour I’équation d’origine (1). En multipliant (13) par «®(z,v)y(x/e,v)Y* (z/e,v),
en utilisant les équations (4) et (5) des problémes de cellules et en intégrant par
parties, on obtient

1 1
g||u€|‘%2(F+,‘v-n‘) + E—QHUE - /Vusd”H%z(nxv) < Ollwf | zexvyllalln2axvy- (14)

A T'aide d’une inégalité de type Poincaré, et en utilisant I’équation pour controler
la dérivée v - Vu®, on en déduit

luf]| 2(axvy + v - Vus|| 2 ax vy + ﬁHUEHLZ(m,\u.n\)

15
e ey < Clldlsanry.

Avec ces estimations a priori, on peut appliquer une méthode d’homogénéisation
(en Poccurrence la convergence a deux échelles [1], [21]) pour passer & la limite dans
(13). On obtient ainsi la convergence forte dans L?(Q x V) de la suite de solutions
u®. Enfin, la troisiéme étape consiste a appliquer un théoréme de convergence
spectrale & la suite d’opérateurs S.. Plus précisément, on a démontré une conver-
gence compacte collective de S. vers un opérateur limite S associé au probléme
limite (7). Ce type de convergence (plus faible que la convergence uniforme et plus
fort que la convergence ponctuelle) permet d’obtenir la convergence du spectre [6].

3 Le cas périodique modulé

3.1 Notations et hypothéses

On revient maintenant au cas général des coefficients donnés par (2) qui dé-
pendent & la fois de = et de y. Le probléme de cellule est désormais paramétré par
la variable macroscopique x € €2

0Vl 0) S 000 0) = [ ot o) d o
16
+)\°°(x)/ fx,y, v, v)¢(z,y,v") dv’ dans TV x V,
v

)



ot A°°(x) est la premiére valeur propre et ¢(x,y,v) la premiére fonction propre. De
méme, le probléme adjoint de cellule est

oVt (@, y,0) + (g, )" (5, 5,0) = / o™ (@, v, V) (2,9, o) A
%4

+)\°°(:E)/ i (x,y, v )" (z,y,v") dv' dans ™ x V,
1%

avec les notations f*(z,y,v',v) = f(z,y,v,v") et o*(z,y,v",v) = o(z,y,v,v).

On fait alors une hypothése de structure sur le comportement de la valeur propre
A%°(x). On suppose qu’elle admet un unique point de minimum dans 2 (sans perte
de généralité, ce point de minimum est l'origine) qui n’est pas dégénéré

A% () = A%(0) + %VVAOO(O):E~50+0(|:C|2), (17)

ot le Hessien VVA>(0) est une matrice définie positive.

L’hypothése (17) est en quelque sorte générique dés que 'on s’intéresse a une
valeur propre A*°(z) non constante. Mentionnons au moins un cas ou elle est explici-
tement vérifiée : il suffit de prendre X(x,y,v) = X0(y,v), o(x,y,v',v) = o%(y,v,v)
et f(x,y,v',v) = k(z)f(y,v’,v) de telle maniére que \°°(x) = \/k(z), et (17) est
vérifiée pour une fonction k(x) proprement choisie.

Comme précédemment on introduit le flux de dérive

J(x) =/TN/VU¢(%y,v)¢*(w,y,v) dydv. (18)

On suppose encore que J(0) = 0 et nous renvoyons 4 la section précédente pour une
discussion de cette hypothése (voir cependant [3] pour un cas ot on peut se passer
de cette hypotheése).

3.2 Le probléme homogénéisé

A cause d’un phénomeéne de localisation au point de minimum de A*°(z), on
introduit une nouvelle variable d’espace z = z/y/¢ et le probléme homogénéisé
est une équation de diffusion dans I'espace RN tout entier. Il s’agit en fait d’une
équation de convection-diffusion avec un potentiel d’oscillateur harmonique

{ —div (EVU) + (Zz.z + 7) u+z- (F*Vu) = Aou dans RY (19)

u e HY(RN) N L2(RY),

ot L2(RY) = {u(z) € L*(RY), |z|u(z) € L*(RY)}. Les coefficients homogénéisés
sont donnés par des formules similaires a celles de la section précédente

o

/TN/V/Vf(O,yvv’,v)w(O,y,v')d}*(o,y’v) dydvdy’,
/ / V- Vm¢(0,yav)¢*(0,y,u) dydv,
™ JV

— 1 82AOO ’ / /
P = — * 20
Ay 29007, (0) /TN/V/Vf(O,y,v ,0)1h(0,y,0")*(0,y,v) dydvdv’, (20)

7/ / viz/)*((),y,v)xj(y,v) d’yd?},
™ JV

aJ;

J axi (0)5

il

Sl
I

|
Il




ott les fonctions x’(y, v) sont les solutions de

v~Vij+ZXj:/

ox? dv' + /\00(0)/ X’ dv' —vjep dans TV x V. (21)
1% 1%

avec des coefficients, ainsi que le terme source v, évalués au point de concentration
x = 0. En vertu de alternative de Fredholm, 'hypothése J(0) = 0 est précisément
la condition pour existence d’une solution x? de (21).

Il est bien connu que le probléme spectral (19) est compact dans L?(RY) grace
au potentiel quadratique. Il n’est cependant pas autoadjoint en général. Néanmoins,
par le théoréme de Krein-Rutman il admet une premiére valeur propre réelle positive
simple avec une premiére fonction propre positive.

L’équation homogénéisée est bien connue en mécanique quantique sous le nom
d’oscillateur harmonique. Ses fonctions propres peuvent se calculer explicitement.
En particulier, le premier couple propre est

p— )

Mz- Tr (MD) +7
n(e) —esp (-252), e - TTODET

ol M est une matrice, solution de I’équation de Riccati
MD M +BM + MB™ =4, (22)

avec D° la partie symétrique de D, et les matrices D, B, A sont définies par (20).
Comme D’ et A sont définies positives, il existe une unique matrice symétrique
deéfinie positive M solution de (22) (voir par exemple [23]).

3.3 Théoréme de convergence
Le principal résultat est le suivant.

Théoréme 3.1 ([3]) Soit (A\°(x),¥(x,y,v)) le premier couple propre du probléme
de cellule (16). On suppose que 0 est lunique point de minimum de A*°(x), non
dégénéré au sens de (17), et que le flux de dérive est nul en ce point, J(0) = 0.
So0it (Am)1<m<mo, €t (A5, )m les valeurs propres (répétées selon leur multiplicité et
rangées par ordre croissant de leur partie réelle) du probléme homogénéisé (19) et
du probleme d’origine (1), respectivement. Alors, pour tout m € {1,...,mu} et pour
e suffisamment petit, il existe une m-éme valeur propre X, de (1) et elle vérifie

Ay, = A%(0) + €A + 0(e).

Si @F, est un vecteur propre normalisé correspondant de (1), alors il vérifie

d(@,v) = (2,2 0) us, (%u) , (23)

otl, a une sous-suite pres, eN'*us, (z,v) (étendu convenablement & RN x V') converge
vers um(z) fortement dans L?(RN x V), et u,, est une fonction propre associé
Am du probléme homogénéisé (19). De plus, on a

i 0 <%0 (02 (2

Le coefficient eN/* dans le Théoréme 3.1 provient de la normalisation ||¢2, l2oxvy =
N/4

=0. 24
L2(QxV) ( )

1 qui implique que [[e™/*u;, || L2(r~ vy est de Pordre de I'unité. Si la valeur propre



limite est simple (comme la premiére, par exemple), alors toute la suite des fonctions
propres converge, sans qu’il soit nécessaire d’extraire de sous-suite.

Méme lorsque les coefficients n’oscillent pas (c’est-a-dire qu’ils ne dépendent pas
de y), le Théoréme 3.1 semble étre nouveau. Ce résultat est en fait une extension
d’une étude similaire faite dans [5] pour une équation de diffusion (d’autres résultats
du méme type en diffusion peuvent étre trouvés dans [4], [16], [22]).

Remarque 3.2 I est possible d’effectuer des développements asymptotiques for-
mels pour la premiére fonction propre de (1)

¢i(z,v) = exp (— M;CE. x) [¢ (O, g,v) + 1) (g,v) + T2 (g,u)
+e¢? (g,v) + rg(x,v)} ,

A = A4 edt +o(e).

La technique des développements a deux échelles couplée a un développement de
Taylor o lordre deuxr en x au voisinage de zéro permet de retrouver formellement
les résultats du Théoréme 3.1.

4 Eléments de démonstration

La démonstration du Théoréme 3.1 comporte quatre étapes. La premiére étape
est encore un changement d’inconnue (principe de factorisation). On pose
¢°(z,v)
b (z,2,0)

u®(x,v) =

et (1) est équivalent a

{ ’UE- Vtg + agu‘;—i— 1Q°(uf) + 7/\00(1):\00(0)F8(u5) =pfFe(u) dans Q xV (25)
u = sur T'_,
avec
A& —A(0
Pl
Q°(u)(z,v) = %/‘/ai@(%v’,v)wg(m,v’)dv’
“w) VUio(x,v',v)wa(ac,v')u(x,vl) dv’ (26)

Fe(u)(z,v) = m/‘/fa(x,vl,v)wg(x,vl)u(ac,v')dv'

v- (Vzw)s(xvv)
Ye(z,v)

Remarquons que, par rapport au cas périodique de la section 2, il manque un facteur
e~ ! dans I'équation (25). Cela est dii en partie au terme supplémentaire au qui
n’a pas de signe bien défini et qu’on ne peut pas controler par le terme Q°(u°) dans
une estimation a priori. C’est pourquoi on a besoin d’une étape supplémentaire de
mise & 1’échelle qui n’était pas nécessaire dans le purement périodique.

La deuxiéme étape est donc un changement de variables qui permet de faire
un zoom sur le point de concentration

of(z,v) =

(27)

0 — QF=c12q
i — Z =

Sl



Pour toute fonction g(x,y,v), définie sur Q x TV x V, on introduit la notation
I (z,0) =g \/Ez,i,v , avec 2 = —— € QF.
e Ve

On définit de la méme maniére des opérateurs Q° et F© a partir de Q¢ et F©. On
vérifie alors que I’équation (25) devient

1 1- o0 —A%(0) - ~
%v -Va© + afat + EQ‘E(@E) + A (\/Ez)s AT O) Fe(af) = p*F*(a°) dans Q°

ut =0 sur I'.

(28)
La justification du changement d’échelle (27) vient de ce qu’avec I’hypothése (17) de

concentration en 0, le terme 261 (A% (1/£2)—A°°(0)) se comporte comme VV A (0)z-

z au voisinage de 'origine, et n’est donc plus singulier en €. De méme, la mise a
léchelle de (28) est exactement du type de celle qui permet d’obtenir une limite
de diffusion & partir d’une équation de transport, en prenant garde que le petit
paramétre est désormais /¢ (c’est aussi la période d’oscillation des coefficients).

L’analyse asymptotique du spectre de (28) est donnée par ’étude de la suite
d’opérateurs de Green S, définis sur L2(RY x V) par S¢(§) = @ ol 4° est désormais
la solution de

Ve

Lov Vi + 650 + LQ7(a) + (AWEREO) () = F4(g) dans 0° x V
u® =0 sur ¢,

(29)
et on étend @° 4 RY x V en imposant

v-Vit+ei® =0  dans (RVM\Q) xV,
la continuité de @®(x,v) a travers 9Q° x V, et en supposant qu’aucune particule
n’arrive de l'infini. Clairement, S¢ a les mémes vecteurs propres et valeurs propres
(inverses) que (28).
La troisiéme étape est ’étude de 'homogénéisation de (29). Grace a sa “bonne”
mise a I’échelle on peut obtenir des estimations a priori sur (29).
Lemme 4.1 Soit @° la solution de (29). Il existe une constante C' > 0 indépendante
| @° |L2@exvy + [| v+ V@ ||p2@exv) +

de € et de q telle que
ol [
\%
a° —/ a° L
1%

— us 2 € lvn < C q 2 I3 .
ey T o 1 [[2re on)) < C N G 2202 xv)
avec L*(T%, [v-n|) Uespace des traces u vérifiant [.. (v-n)|u*dl’ < co (on rappelle
+
que 'L = {(z,v) € 09° x V|v-n(x) > 0} et dI' = dvdo o do est la mesure
surfacique sur 9QF ).

L2(QexV)

La démonstration du Lemme 4.1 commence par I'obtention d’une égalité d’éner-
gie en multipliant (29) par YY" et en utilisant les équations de cellule (16).
La borne sur |z| [i, @° dv utilise encore 'hypotheése (17) de non-dégénérescence de
A%°(x) au point de concentration.

Une fois les estimations a priori obtenues on passe & ’homogénéisation de (29)
proprement dite. Il est commode d’utiliser la méthode de la convergence & deux
échelles [1], [21]. Rappelons briévement de quoi il s’agit. Comme la période des
oscillations est 1/ dans notre contexte, la définition de la convergence a deux échelles
est la suivante.

xV,



Définition 4.2 Une suite de fonctions g°(x,v) dans L*(RYN x V') converge & deux
échelles vers une limite g(x,y,v) € L>(RYN x TN x V) si, pour toute fonction ¢ €
DRYN x V;C=(TN)), on a

lim/ / (z,v) < > dxdv 7/ / / x,y,v)(z,y,v) dedydv,
e—0 RN RN JTN

ot C=(TN) est I’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur le tore unité.
Cette définition est naturelle au vu du résultat suivant de compacité.

Théoréme 4.3 ([1], [21]) Soit ¢°(x,v) une suite bornée dans L*(RN x V). Alors
il existe une limite g(z,y,v) € L*>(RY x TN x V) telle que, a une sous-suite prés,
g° converge o deux échelles vers g.

Les estimations a priori du Lemme 4.1 permettent de montrer qu’il existe u’(z) €
HYRM) N L2RY) et ul(z,y,v) € LARY x V; HY(TY)) tels que, & une sous-suite
prés, @°(z,v) converge fortement vers u’(z) dans L2(RY), v - Vi€ converge & deux
échelles vers v - V,u® + v - Vyul, et #(ﬁE — [, @€) converge a deux échelles vers

1 1
u' — [, ul.

En multipliant I’équation (29) par une fonction test réguliére & support compact
du type \/2¢(z, z/¢,v), on montre alors facilement que la limite u! est donnée par

N
(2,9, Z azj 2) 07 (y,v),

ol 67 (y,v) est la solution (unique & une constante additive prés) de
vVt +Q0,07) = —v; dans TV x V. (30)

L’opérateur Q(z,-) est défini par

Q) = %/VUOO(xay,v',v)w(x,y,v’)dv’
m/VO—oo(zayvvlyv)’l/)(x,y,’U/)u(y,v/)dvl_

Puis, on multiplie I’équation (29) par une fonction test du type

N
5 (20) =0+ VES 52007 (o).

oll ¢(z) est réguliére & support compact, et 0*7 est la solution de 1’équation adjointe
de (30). Aprés simplification et passage a la limite on obtient que la suite 4°(z,v)
converge fortement dans L2(RY x V') vers u°(z), solution de

{ —div (EVU) + (Zz.z + 7) U+ z- (F*Vu) = W, (31)

ue H'(RY) N L2(RY),

ou D, A, B, 7, et 7 sont donnés par (20) et

A — /]TN /V /V f(o, yv’Ul, v)w(o,y, v’)q(z, 1/)1/)* (O,y, v) dydvdv’,

La quatriéme étape consiste a appliquer un théoréme de convergence spectrale
a la suite d’opérateurs de Green S, définis par I’équation (29). On vient de montrer
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que la suite S. converge ponctuellement (pour la topologie forte de L?(RY x V')) vers
un opérateur limite S défini sur L2(RY x V') par Sq = u ot u est la solution unique de
I'équation homogénéisée (31). L’opérateur S est compact puisque H!(RY)NL2(RM)
s’injecte compactement dans L2(R™). On a en fait une convergence plus forte que
la simple convergence ponctuelle de S.. En effet, il est facile de vérifier le corollaire
suivant de la troisiéme étape.

Corollaire 4.4 Soit ¢° une suite bornée de L2(RYN x V). Soit @° la suite des solu-
tions de (29), ot G a été remplacé par G¢. Alors, aprés extension convenable & tout
RY | la suite U est relativement compacte dans L*(RYN x V).

On déduit du Corollaire 4.4 que la suite S° converge de maniére collectivement
compacte vers S au sens de [6], c’est-a-dire que S est compact et pour toute suite ¢
bornée dans L2(RY x V), la suite S (G°) est relativement compacte dans L?(RY x V).
Ce type de convergence (plus faible que la convergence uniforme et plus fort que la
convergence ponctuelle) permet d’obtenir la convergence du spectre [6].

Références

[1] G. ALLAIRE, Homogenization and two scale convergence, SIAM, 23 (1992),
pp. 1482 1518.

[2] G. ALLAIRE AND G. BAL, Homogenization of the critically spectral equation
in neutron transport, M2AN, 33 (1999), pp. 721-746.

[3] G. ALLAIRE, G. BAL AND V. SIESS, Homogenization and localization in locally
periodic transport, to appear in ESAIM/COCV.

[4] G. ALLAIRE AND Y. CAPDEBOSCQ, Homogenization of a spectral problem in
neutronic multigroup diffusion, Comput. Methods Appl. Mech. Engrg. 187,
(2000), pp. 91-117.

[5] G. ALLAIRE AND A. PIATNITSKI, Uniform spectral asymptotics for singularly
perturbed locally periodic operators, Com. in PDE 27, (2002), pp. 705-725.

[6] P. ANSELONE, Collectively compact operator approximation theory, Prentice-
Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1971.

[7] G. BAL, Homogenization of a spectral equation with drift in linear transport,
ESAIM COCV 6 (26), (2001), pp. 613-627.

[8] A. BENsoUssaN, J. L. LionNs, AND G. PAPANICOLAOU, Boundary layer
and homogenization of transport processes, Publ. RIMS Kyoto Univ., (1979),
pp- 53-157.

[9] Y. CAPDEBOSCQ, Homogenization of a neutronic critical diffusion problem with
drift, Roy. Soc. Edin. Proc. A, 132, (2002), pp. 1-28.

[10] R. DAUTRAY AND J.-L. LIONS, mathematical analysis and numerical methods
for science and technology, Springer Verlag, Berlin, 1993.

[11] P. DEGoND, T. GOUDON, AND F. PoupPAUD, Diffusion limit for nonhomoge-
neous and non-micro-reversible processes, Indiana Univ. Math. J. 49, (2000),
pp. 1175-1198.

[12] F. GoLsg, P. L. Lions, B. PERTHAME, AND R. SENTIS, Regularity of the
moments of the solution of a transport equation, Journal of functional analysis
76, (1988), pp. 110-125.

[13] F. GOLSE, B. PERTHAME, AND R. SENTIS, Un résultat de compacité pour les
équations de transport et application au calcul de la limite de la valeur propre
principale d’un opérateur de transport, C. R. Acad. Sc. Paris, (1985), pp. 341—
344.

11



[14] T. GOUDON AND A. MELLET, Discrete version of the SHE asymptotics : mul-
tigroup neutron transport equations, preprint.

[15] T. GoupoN AND F. POUPAUD, Approzimation by homogenization and dif-
fusion of kinetic equations, Comm. Partial Differential Equations 26, (2001),
pp. 537-569.

[16] S. KozLov, Reductibility of quasiperiodic differential operators and averaging,
Transc. Moscow Math. Soc. 2, (1984), pp. 101-126.

[17] E. LARSEN, Neutron transport and diffusion in inhomogeneous media i, J.
Math. Phys., (1975), pp. 1421-1427.

[18] E. LARSEN, Neutron transport and diffusion in inhomogeneous media ii, Nu-
clear science and engineering, (1976), pp. 357-368.

[19] E. LARSEN AND J. KELLER, Asymptotic solution of neutron transport problems
for small mean free paths, J. Math. Phys., (1974), pp. 75-81.

[20] M. MOKHTAR-KHAROUBI, Mathematical topics in neutron transport theory,
World Scientific Publishing Co. Inc., River Edge, NJ, 1997.

[21] NGUETSENG, G. A general convergence result for a functional related to the
theory of homogenization. STAM J. Math. Anal., 20 (1989), 608-623.

[22] A. PIATNITSKI, Asymptotic behaviour of the ground state of singularly pertur-
bed elliptic equations, Commun. Math. Phys. 197, (1998), pp. 527-551.

[23] J. E. POTTER, Matriz quadratic solutions, J. Siam Appl. Math., 14, (1966),
pp- 496-501.

[24] R. SENTIS, Study of the corrector of the eigenvalue of a transport operator,
STAM J. Math. Anal., (1985), pp. 151-166.

12



