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Résumé. Nous étudions l’homogénéisation d’une équation de transport dans un
milieu périodique de période ǫ. Cette équation est un problème aux valeurs propres
qui modélise l’équilibre d’une densité de particules réagissant avec un milieu sous-
jacent. Le libre parcours moyen des particules est supposé être aussi de taille ǫ, ce
qui entraîne que le modèle limite est une équation de diffusion. Lorsque les coeffi-
cients sont purement périodiques, on obtient une équation homogénéisée posée dans
tout le domaine, tandis que si les les coefficients sont périodiques modulés par une
variation spatiale macroscopique il se produit un phénomène de localisation pour
lequel l’équation homogénéisée est, après un changement d’échelle en

√
ε, l’équation

de l’oscillateur harmonique dans tout l’espace. Le principal résultat présenté ici a
été obtenu en collaboration avec G. Bal et V. Siess (voir [3] pour des démonstrations
détaillées).

1 Introduction

On considère l’équation de transport suivante



















εv · ∇φε(x, v) + Σε(x, v)φε(x, v)−
∫

V

σε(x, v′, v)φε(x, v′) dv′

= λε
∫

V

f ε(x, v′, v)φε(x, v′) dv′ dans Ω× V

φε = 0 sur Γ− = {(x, v) ∈ ∂Ω× V, v · n(x) < 0}

(1)

où Ω est un domaine borné convexe de R
N , V est l’ensemble des vitesses (un ouvert

borné de R
N qui ne contient pas 0, de mesure normalisée |V | = 1), et les coefficients

sont des fonctions périodiques modulées définies par

Σε(x, v) = Σ
(

x,
x

ε
, v
)

, σε(x, v′, v) = σ
(

x,
x

ε
, v′, v

)

, f ε(x, v′, v) = f
(

x,
x

ε
, v′, v

)

,

(2)
où Σ(x, y, v), σ(x, y, v′, v), et f(x, y, v′, v) sont des fonctions positives, régulières en
x ∈ Ω, périodiques en y ∈ T

N (le tore unité). Si l’on fait l’hypothèse (non optimale
mais suffisante pour notre propos) qu’il existe une constante C > 0 telle que

f(x, y, v′, v) ≥ C,

Σ(x, y, v)−
∫

V

σ(x, y, v′, v) dv′ ≥ C,

Σ(x, y, v)−
∫

V

σ(x, y, v, v′) dv′ ≥ C,

(3)
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alors, grâce aux lemmes de moyenne [12], l’opérateur dans L2(Ω × V ) associé au
problème spectral (1) est compact et vérifie un théorème de type Krein-Rutman
[10], [20]. Par conséquent, le spectre de (1) est discret, au plus dénombrable, et
il existe une première valeur propre réelle positive simple associée à une fonction
propre positive.

A cause du coefficient ε devant le terme d’advection, (1) est un problème de
perturbation singulière combiné à de l’homogénéisation. Cette mise à l’échelle de
(1) correspond à un libre parcours moyen des particules de l’ordre de ε. L’équation
(1) est un problème aux valeurs propres qui exprime l’équilibre entre les termes de
transport, d’absorption et de collision à gauche et le terme de production à droite.
En neutronique, (1) est connu sous le nom de problème de criticité et il est utilisé
par les ingénieurs pour prédire le fonctionnement d’un réacteur nucléaire en régime
permanent. L’inconnue est la première fonction propre φε(x, v) (la seule positive
qu’on peut interpréter comme un flux neutronique) et la première valeur propre λε.
Si λε = 1, il y a équilibre parfait entre production et dissipation des neutrons (la
réaction nucléaire est auto-entretenue et le réacteur est dit critique), si λε > 1 il
n’y a pas assez de fission et le réacteur, étant sous-critique, ne peut fonctionner,
tandis que si λε > 1 le réacteur est sur-critique et ne peut fonctionner que si l’on
introduit des absorbants supplémentaires. Il existe d’autres applications physiques
de (1) comme le transport photonique, le transfert radiatif et les semi-conducteurs.

Depuis les premiers travaux de Larsen [17, 18, 19], de nombreux auteurs se sont
intéressés au problème d’évolution associé à (1) (voir par exemple [8], [11], [14],
[15], [24]). Le problème aux valeurs propres a été plus spécifiquement étudié dans
[2], [7]. Dans tous ces articles le cas général de coefficients dépendant à la fois de
la variable macroscopique x et de la variable microscopique y = x/ε n’est jamais
abordé car il présente de nombreuses difficultés. Par exemple, l’article [2] suppose
que les coefficients dépendent seulement de la variable rapide y = x/ε, mais pas
de x. Au contraire, les articles [15] et [14] font une hypothèse de microréversibilité
locale qui revient à dire que le comportement local de (1) dépend seulement de x
et pas de y = x/ε. Dans ces deux cas, on obtient un comportement homogénéisé de
type diffusion dans le domaine Ω.

Nous allons voir ici que dans le cas d’un vrai couplage entre les variables lente x
et rapide y, et sous une hypothèse de structure géométrique générique, il se produit
en plus du phénomène d’homogénéisation une localisation autour d’un point de
concentration à une échelle

√
ε (voir le Théorème 3.1 ci-dessous). Il s’agit d’un

résultat obtenu en collaboration avec G. Bal et V. Siess [3].
Pour bien expliquer la portée de ce résultat nous rappellerons dans la section 2

les résultats de [2], [7] dans le cas purement périodique. La section 3 est consacré à
l’énoncé des principaux résultats, tandis que la section 4 donne quelques éléments
de démonstration.

2 Le cas purement périodique

Dans cette section on suppose que les coefficients définis par (2) sont purement
périodiques, c’est-à-dire que Σ ≡ Σ(y, v), σ ≡ σ(y, v′, v), et f ≡ f(y, v′, v) avec
(y, v, v′) ∈ T

N × V × V . On introduit le problème de cellule (dit aussi de milieu
infini)

v · ∇ψ(y, v) + Σ(y, v)ψ(y, v) =

∫

V

σ(y, v′, v)ψ(y, v′) dv′

+λ∞
∫

V

f(y, v′, v)ψ(y, v′) dv′ dans T
N × V,

(4)
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ainsi que son adjoint

−v · ∇ψ∗(y, v) + Σ(y, v)ψ∗(y, v) =

∫

V

σ∗(y, v′, v)ψ∗(y, v′) dv′

+λ∞
∫

V

f∗(y, v′, v)ψ∗(y, v′) dv′ dans T
N × V,

(5)

avec les coefficients adjoints f∗(x, y, v′, v) = f(x, y, v, v′) et σ∗(y, v′, v) = σ(y, v, v′).
Dans (4) et (5) ψ et ψ∗ sont les premières fonctions propres qui sont associées à la
même première valeur propre. On peut montrer de plus qu’il existe une constante
C > 0 telle que C−1 ≤ ψ(y, v), ψ∗(y, v) ≤ C.

On définit alors un flux de dérive par

J =

∫

Y

∫

V

v ψ(y, v)ψ∗(y, v) dy dv. (6)

Théorème 2.1 ([2]) On suppose que le flux de dérive défini par (6) est nul, J = 0.
Soit (λkε )k≥1 les valeurs propres de (1) rangées par ordre croissant de leur partie
réelle, et (φkε )k≥1 des vecteurs propres associés normalisés. Alors

λkε = λ∞ + ε2νk + o(ε2),

où νk est la k-ème valeur propre d’un problème homogénéisé de diffusion
{

−div(D∇uk) = νkσuk dans Ω
uk(x) = 0 sur ∂Ω,

(7)

et, à une sous-suite près,

φkε (x, v)

ψ
(

x
ε , v

) → uk(x) fortement dans L2(Ω× V ),

où uk est un vecteur propre associé à la valeur propre νk. Les coefficients homogé-
néisés sont donnés par

σ =

∫

TN

∫

V

∫

V

f(y, v′, v)ψ∗(y, v′)ψ(y, v) dy dv dv′,

Dij = −
∫

TN

∫

V

vjψ
∗(y, v)χi(y, v) dv dy,

(8)

avec χi solution de

v · ∇χi +Σχi =

∫

V

fχidv′ + λ∞
∫

V

σχidv′ − viψ dans T
N . (9)

La condition J = 0 est exactement la condition de compatibilité dans l’alter-
native de Fredholm qui permet de résoudre l’équation (9). Une conséquence du
Théorème 2.1 est que lorsque ε tends vers zéro il y a de plus en plus de valeurs
propres pour (1) puisque le problème limite (7) en a une infinité. Si la valeur propre
limite est simple (comme la première), alors toute la suite des vecteurs propres
converge sans qu’il soit nécessaire d’extraire de sous-suite.

L’hypothèse J = 0 est très naturelle d’un point de vue mathématique et elle
est souvent satisfaite dans les applications physiques. Elle s’interprète comme une
condition de symétrie dans l’espace des phases. En effet, si V = −V (au sens où
v ∈ V ⇒ −v ∈ V ) et si les coefficients sont isotropes (ou bien pairs en v avec une
symétrie cubique en y), alors ψ∗(y, v) = ψ(y,−v) et J = 0.

Lorsque J 6= 0, G. Bal a généralisé le Théorème 2.1 et montré qu’il se produit
un phénomène de dérive exponentielle. Pour cela il faut introduire une variante
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du problème de cellule (4) du type ondes de Bloch réelles. Pour tout θ ∈ R
N on

considère le premier couple propre

{

v · ∇yψθ + Σψθ =
∫

V
σψθ dv

′ + λ∞(θ)
∫

V
fψθ dv

′ dans R
N × V

y → ψθ(y, v) exp (−θ · y) TN -périodique,
(10)

ainsi que la première fonction propre de l’adjoint

{

−v · ∇yψ
∗
θ +Σψ∗

θ =
∫

V
σ∗ψ∗

θ dv
′ + λ∞(θ)

∫

V
f∗ψ∗

θ dv
′ dans R

N × V
y → ψ∗

θ(y, v) exp (θ · y) TN -périodique,

normalisée par
∫

TN

∫

V

∫

V fψθψ
∗
θ dydvdv

′ = 1.

Théorème 2.2 ([7]) Il existe un voisinage de 0 sur lequel la fonction θ → λ∞(θ)
admet un unique point de maximum θ0 qui vérifie

∇λ∞(θ0) = J(θ0) =

∫

TN

∫

V

v ψθ0(y, v)ψ
∗
θ0(y, v) dy dv. (11)

Soit (λkε )k≥1 les valeurs propres de (1) rangées par ordre croissant de leur partie
réelle, et (φkε )k≥1 des vecteurs propres associés normalisés. Alors

λkε = λ∞(θ0) + ε2νk + o(ε2),

où νk est la k-ème valeur propre d’un problème homogénéisé de diffusion

{

−div(Dθ0∇uk) = νkσθ0u
k dans Ω

uk(x) = 0 sur ∂Ω,

et, à une sous-suite près,

φkε (x, v)

ψθ0

(

x
ε , v

) → uk(x) fortement dans L2(Ω× V ),

où uk est un vecteur propre associé l̀a valeur propre νk. Les coefficients homogénéisés
sont donnés par des formules similaires à (8) où toutes les fonctions sont évaluées
pour le facteur de dérive θ0.

La différence principale entre les Théorèmes 2.1 et 2.2 est que dans ce dernier les
fonctions propres sont asymptotiquement le produit d’une fonction périodique, d’un
vecteur propre homogénéisé, mais aussi d’une exponentielle exp

(

θ0·x
ε

)

. Par consé-
quent, lorsque J 6= 0, les fonctions propres de (1) se concentrent exponentiellement
sur une partie du bord du domaine Ω. Un résultat similaire a lieu aussi pour des
équations de diffusion [9].

Donnons quelques éléments de la preuve du Théorème 2.1. Une première étape
consiste à procéder à un changement d’inconnue (principe de factorisation) en po-
sant

uε(x, v) =
φε(x, v)

ψ
(

x
ε , v

) .

Le problème (1) est alors équivalent à

{

1
εv · ∇uε + 1

ε2Q
ε(uε) = νεF ε(uε) dans Ω× V

uε = 0 sur Γ−,
(12)

avec νε = (λε − λ∞)ε−2,

F ε(u)(x, v) =
1

ψ
(

x
ε , v

)

∫

V

f ε(x, v′, v)ψ
(x

ε
, v′

)

u(x, v′) dv′,
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Qε(u)(x, v) =
u(x, v)

∫

V σ
ε
∞(x, v′, v)ψ

(

x
ε , v

′) dv′ −
∫

V σ
ε
∞(x, v′, v)ψ

(

x
ε , v

′)u(x, v′) dv′

ψ
(

x
ε , v

) ,

avec la notation σ∞ = σ + λ∞f . L’opérateur Qε s’interprète comme un noyau de
collision qui relaxe les fonctions, dépendant de (x, v), vers leur moyenne en vitesse,
ne dépendant plus que de x. En effet, il vérifie

Ker Qε =

{

u ∈ L2(Ω× V ) | u(x, v) =
∫

V

u(x, v) dv

}

.

L’analyse asymptotique du spectre de (12) est donnée par l’étude de la suite d’opé-
rateurs de Green Sε définis sur L2(Ω × V ) par Sε(q) = uε où uε est désormais la
solution de

{

1
εv · ∇uε + 1

ε2Q
ε(uε) = F ε(q) dans Ω× V

uε = 0 sur Γ−.
(13)

En effet, Sε a les mêmes vecteurs propres et valeurs propres (inverses) que (12).
La deuxième étape est donc l’homogénéisation du problème (13). Remarquons

que (13) a exactement la mise à l’échelle usuelle lorsque l’on souhaite obtenir une
limite de diffusion à partir d’une équation de transport. Effectivement, on peut
obtenir de bonnes estimations a priori sur (13), alors que cela n’était pas possible
pour l’équation d’origine (1). En multipliant (13) par uε(x, v)ψ(x/ε, v)ψ∗(x/ε, v),
en utilisant les équations (4) et (5) des problèmes de cellules et en intégrant par
parties, on obtient

1

ε
‖uε‖2L2(Γ+,|v·n|) +

1

ε2
‖uε −

∫

V

uεdv‖2L2(Ω×V ) ≤ C‖uε‖L2(Ω×V )‖q‖L2(Ω×V ). (14)

A l’aide d’une inégalité de type Poincaré, et en utilisant l’équation pour contrôler
la dérivée v · ∇uε, on en déduit

‖uε‖L2(Ω×V ) + ‖v · ∇uε‖L2(Ω×V ) +
1√
ε
‖uε‖L2(Γ+,|v·n|)

+ 1
ε‖uε −

∫

V u
ε‖L2(Ω×V ) ≤ C‖q‖L2(Ω×V ).

(15)

Avec ces estimations a priori, on peut appliquer une méthode d’homogénéisation
(en l’occurrence la convergence à deux échelles [1], [21]) pour passer à la limite dans
(13). On obtient ainsi la convergence forte dans L2(Ω× V ) de la suite de solutions
uε. Enfin, la troisième étape consiste à appliquer un théorème de convergence
spectrale à la suite d’opérateurs Sε. Plus précisément, on a démontré une conver-
gence compacte collective de Sε vers un opérateur limite S associé au problème
limite (7). Ce type de convergence (plus faible que la convergence uniforme et plus
fort que la convergence ponctuelle) permet d’obtenir la convergence du spectre [6].

3 Le cas périodique modulé

3.1 Notations et hypothèses

On revient maintenant au cas général des coefficients donnés par (2) qui dé-
pendent à la fois de x et de y. Le problème de cellule est désormais paramétré par
la variable macroscopique x ∈ Ω











v · ∇yψ(x, y, v) + Σ(x, y, v)ψ(x, y, v) =

∫

V

σ(x, y, v′, v)ψ(x, y, v′) dv′

+λ∞(x)

∫

V

f(x, y, v′, v)ψ(x, y, v′) dv′ dans T
N × V,

(16)
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où λ∞(x) est la première valeur propre et ψ(x, y, v) la première fonction propre. De
même, le problème adjoint de cellule est











−v · ∇yψ
∗(x, y, v) + Σ(x, y, v)ψ∗(x, y, v) =

∫

V

σ∗(x, y, v′, v)ψ∗(x, y, v′) dv′

+λ∞(x)

∫

V

f∗(x, y, v′, v)ψ∗(x, y, v′) dv′ dans T
N × V,

avec les notations f∗(x, y, v′, v) = f(x, y, v, v′) et σ∗(x, y, v′, v) = σ(x, y, v, v′).
On fait alors une hypothèse de structure sur le comportement de la valeur propre

λ∞(x). On suppose qu’elle admet un unique point de minimum dans Ω (sans perte
de généralité, ce point de minimum est l’origine) qui n’est pas dégénéré

λ∞(x) = λ∞(0) +
1

2
∇∇λ∞(0)x · x+ o(|x|2), (17)

où le Hessien ∇∇λ∞(0) est une matrice définie positive.
L’hypothèse (17) est en quelque sorte générique dès que l’on s’intéresse à une

valeur propre λ∞(x) non constante. Mentionnons au moins un cas où elle est explici-
tement vérifiée : il suffit de prendre Σ(x, y, v) = Σ0(y, v), σ(x, y, v′, v) = σ0(y, v′, v)
et f(x, y, v′, v) = k(x)f0(y, v′, v) de telle manière que λ∞(x) = λ0/k(x), et (17) est
vérifiée pour une fonction k(x) proprement choisie.

Comme précédemment on introduit le flux de dérive

J(x) =

∫

TN

∫

V

vψ(x, y, v)ψ∗(x, y, v) dydv. (18)

On suppose encore que J(0) = 0 et nous renvoyons à la section précédente pour une
discussion de cette hypothèse (voir cependant [3] pour un cas où on peut se passer
de cette hypothèse).

3.2 Le problème homogénéisé

A cause d’un phénomène de localisation au point de minimum de λ∞(x), on
introduit une nouvelle variable d’espace z = x/

√
ε et le problème homogénéisé

est une équation de diffusion dans l’espace R
N tout entier. Il s’agit en fait d’une

équation de convection-diffusion avec un potentiel d’oscillateur harmonique

{

−div
(

D∇u
)

+
(

Az.z + γ
)

u+ z ·
(

B
∗∇u

)

= λσu dans R
N

u ∈ H1(RN ) ∩ L2
z(R

N ),
(19)

où L2
z(R

N ) = {u(z) ∈ L2(RN ), |z|u(z) ∈ L2(RN )}. Les coefficients homogénéisés
sont donnés par des formules similaires à celles de la section précédente



































































σ =

∫

TN

∫

V

∫

V

f(0, y, v′, v)ψ(0, y, v′)ψ∗(0, y, v) dydvdv′,

γ =

∫

TN

∫

V

v · ∇xψ(0, y, v)ψ
∗(0, y, v) dydv,

Aij =
1

2

∂2λ∞

∂xi∂xj
(0)

∫

TN

∫

V

∫

V

f(0, y, v′, v)ψ(0, y, v′)ψ∗(0, y, v) dydvdv′,

Dij = −
∫

TN

∫

V

viψ
∗(0, y, v)χj(y, v) dydv,

Bij =
∂Jj
∂xi

(0),

(20)
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où les fonctions χj(y, v) sont les solutions de

v · ∇yχ
j +Σχj =

∫

V

σχj dv′ + λ∞(0)

∫

V

fχj dv′ − vjψ dans T
N × V. (21)

avec des coefficients, ainsi que le terme source ψ, évalués au point de concentration
x = 0. En vertu de l’alternative de Fredholm, l’hypothèse J(0) = 0 est précisément
la condition pour l’existence d’une solution χj de (21).

Il est bien connu que le problème spectral (19) est compact dans L2(RN ) grâce
au potentiel quadratique. Il n’est cependant pas autoadjoint en général. Néanmoins,
par le théorème de Krein-Rutman il admet une première valeur propre réelle positive
simple avec une première fonction propre positive.

L’équation homogénéisée est bien connue en mécanique quantique sous le nom
d’oscillateur harmonique. Ses fonctions propres peuvent se calculer explicitement.
En particulier, le premier couple propre est

u1(z) = exp

(

−Mz · z
2

)

, λ1 =
Tr

(

MD
)

+ γ

σ
,

où M est une matrice, solution de l’équation de Riccati

MD
s
M +BM +MB

∗
= A, (22)

avec D
s

la partie symétrique de D, et les matrices D, B, A sont définies par (20).
Comme D

s
et A sont définies positives, il existe une unique matrice symétrique

définie positive M solution de (22) (voir par exemple [23]).

3.3 Théorème de convergence

Le principal résultat est le suivant.

Théorème 3.1 ([3]) Soit (λ∞(x), ψ(x, y, v)) le premier couple propre du problème
de cellule (16). On suppose que 0 est l’unique point de minimum de λ∞(x), non
dégénéré au sens de (17), et que le flux de dérive est nul en ce point, J(0) = 0.
Soit (λm)1≤m≤m∞

et (λεm)m les valeurs propres (répétées selon leur multiplicité et
rangées par ordre croissant de leur partie réelle) du problème homogénéisé (19) et
du problème d’origine (1), respectivement. Alors, pour tout m ∈ {1, ...,m∞} et pour
ε suffisamment petit, il existe une m-ème valeur propre λεm de (1) et elle vérifie

λεm = λ∞(0) + ελm + o(ε).

Si φεm est un vecteur propre normalisé correspondant de (1), alors il vérifie

φεm(x, v) = ψ
(

x,
x

ε
, v
)

uεm

(

x√
ε
, v

)

, (23)

où, à une sous-suite près, εN/4uεm(z, v) (étendu convenablement à R
N×V ) converge

vers um(z) fortement dans L2(RN × V ), et um est une fonction propre associé à
λm du problème homogénéisé (19). De plus, on a

lim
ε→0

∥

∥

∥
φεm(x, v) − ε−N/4ψ

(

0,
x

ε
, v
)

um

(

x√
ε

)

∥

∥

∥

L2(Ω×V )
= 0. (24)

Le coefficient εN/4 dans le Théorème 3.1 provient de la normalisation ‖φεm‖L2(Ω×V ) =

1 qui implique que ‖εN/4uεm‖L2(RN×V ) est de l’ordre de l’unité. Si la valeur propre
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limite est simple (comme la première, par exemple), alors toute la suite des fonctions
propres converge, sans qu’il soit nécessaire d’extraire de sous-suite.

Même lorsque les coefficients n’oscillent pas (c’est-à-dire qu’ils ne dépendent pas
de y), le Théorème 3.1 semble être nouveau. Ce résultat est en fait une extension
d’une étude similaire faite dans [5] pour une équation de diffusion (d’autres résultats
du même type en diffusion peuvent être trouvés dans [4], [16], [22]).

Remarque 3.2 Il est possible d’effectuer des développements asymptotiques for-
mels pour la première fonction propre de (1)



















φε1(x, v) = exp

(

−Mx · x
2ε

)

[

ψ
(

0,
x

ε
, v
)

+ xkφ
1
k

(x

ε
, v
)

+ xkxlφ
2
kl

(x

ε
, v
)

+εφ3
(x

ε
, v
)

+ rε(x, v)
]

,

λε = λ0 + ελ1 + o(ε).

La technique des développements à deux échelles couplée à un développement de
Taylor à l’ordre deux en x au voisinage de zéro permet de retrouver formellement
les résultats du Théorème 3.1.

4 Eléments de démonstration

La démonstration du Théorème 3.1 comporte quatre étapes. La première étape
est encore un changement d’inconnue (principe de factorisation). On pose

uε(x, v) =
φε(x, v)

ψ
(

x, xε , v
) ,

et (1) est équivalent à

{

v · ∇uε + αεuε + 1
εQ

ε(uε) + λ∞(x)−λ∞(0)
ε F ε(uε) = µεF ε(uε) dans Ω× V

uε = 0 sur Γ−,
(25)

avec


































































µε =
λε − λ∞(0)

ε

Qε(u)(x, v) =
u(x, v)

ψε(x, v)

∫

V

σε
∞(x, v′, v)ψε(x, v′) dv′

− 1

ψε(x, v)

∫

V

σε
∞(x, v′, v)ψε(x, v′)u(x, v′) dv′

F ε(u)(x, v) =
1

ψε(x, v)

∫

V

f ε(x, v′, v)ψε(x, v′)u(x, v′) dv′

αε(x, v) =
v · (∇xψ)

ε(x, v)

ψε(x, v)
.

(26)

Remarquons que, par rapport au cas périodique de la section 2, il manque un facteur
ε−1 dans l’équation (25). Cela est dû en partie au terme supplémentaire αεuε qui
n’a pas de signe bien défini et qu’on ne peut pas contrôler par le terme Qε(uε) dans
une estimation a priori. C’est pourquoi on a besoin d’une étape supplémentaire de
mise à l’échelle qui n’était pas nécessaire dans le purement périodique.

La deuxième étape est donc un changement de variables qui permet de faire
un zoom sur le point de concentration

{

Ω −→ Ωε = ε−1/2Ω
x 7−→ z = x√

ε

(27)
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Pour toute fonction g(x, y, v), définie sur Ω× T
N × V , on introduit la notation

g̃ε(z, v) = g

(√
εz,

z√
ε
, v

)

, avec z =
x√
ε
∈ Ωε.

On définit de la même manière des opérateurs Q̃ε et F̃ ε à partir de Qε et F ε. On
vérifie alors que l’équation (25) devient







1√
ε
v · ∇ũε + α̃εũε +

1

ε
Q̃ε(ũε) +

λ∞(
√
εz)− λ∞(0)

ε
F̃ ε(ũε) = µεF̃ ε(ũε) dans Ωε × V,

ũε = 0 sur Γε
−.

(28)
La justification du changement d’échelle (27) vient de ce qu’avec l’hypothèse (17) de
concentration en 0, le terme 2ε−1(λ∞(

√
εz)−λ∞(0)) se comporte comme ∇∇λ∞(0)z·

z au voisinage de l’origine, et n’est donc plus singulier en ε. De même, la mise à
l’échelle de (28) est exactement du type de celle qui permet d’obtenir une limite
de diffusion à partir d’une équation de transport, en prenant garde que le petit
paramètre est désormais

√
ε (c’est aussi la période d’oscillation des coefficients).

L’analyse asymptotique du spectre de (28) est donnée par l’étude de la suite
d’opérateurs de Green Sε définis sur L2(RN×V ) par Sε(q̃) = ũε où ũε est désormais
la solution de
{

1√
ε
v · ∇ũε + α̃εũε + 1

ε Q̃
ε(ũε) +

(

λ∞(
√
εz)−λ∞(0)
ε

)

F̃ ε(ũε) = F̃ ε(q̃) dans Ωε × V

ũε = 0 sur Γε
−,

(29)
et on étend ũε à R

N × V en imposant

v · ∇ũε + e
1
ε ũε = 0 dans (RN\Ωε)× V,

la continuité de ũε(x, v) à travers ∂Ωε × V , et en supposant qu’aucune particule
n’arrive de l’infini. Clairement, Sε a les mêmes vecteurs propres et valeurs propres
(inverses) que (28).

La troisième étape est l’étude de l’homogénéisation de (29). Grâce à sa “bonne”
mise à l’échelle on peut obtenir des estimations a priori sur (29).

Lemme 4.1 Soit ũε la solution de (29). Il existe une constante C > 0 indépendante
de ε et de q̃ telle que

‖ ũε ‖L2(Ωε×V ) + ‖ v · ∇ũε ‖L2(Ωε×V ) +
∥

∥

∥
|z|

∫

V

ũε
∥

∥

∥

L2(Ωε×V )

+
1√
ε

∥

∥

∥
ũε −

∫

V

ũε
∥

∥

∥

L2(Ωε×V )
+

1

ε
1
4

‖ ũε ‖L2(Γε

+
,|v·n|) ≤ C ‖ q̃ ‖L2(Ωε×V ) .

avec L2(Γε
+, |v ·n|) l’espace des traces u vérifiant

∫

Γε

+

(v ·n) |u|2dΓ <∞ (on rappelle

que Γε
+ = {(x, v) ∈ ∂Ωε × V | v · n(x) > 0} et dΓ = dvdσ où dσ est la mesure

surfacique sur ∂Ωε).

La démonstration du Lemme 4.1 commence par l’obtention d’une égalité d’éner-
gie en multipliant (29) par ũεψ̃εψ̃∗ε et en utilisant les équations de cellule (16).
La borne sur |z|

∫

V ũ
ε dv utilise encore l’hypothèse (17) de non-dégénérescence de

λ∞(x) au point de concentration.
Une fois les estimations a priori obtenues on passe à l’homogénéisation de (29)

proprement dite. Il est commode d’utiliser la méthode de la convergence à deux
échelles [1], [21]. Rappelons brièvement de quoi il s’agit. Comme la période des
oscillations est

√
ε dans notre contexte, la définition de la convergence à deux échelles

est la suivante.
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Définition 4.2 Une suite de fonctions gε(x, v) dans L2(RN × V ) converge à deux
échelles vers une limite g(x, y, v) ∈ L2(RN × T

N × V ) si, pour toute fonction ψ ∈
D(RN × V ; C∞(TN )), on a

lim
ε→0

∫

RN

∫

V

gε(x, v)ψ

(

x,
x√
ε
, v

)

dxdv =

∫

RN

∫

TN

∫

V

g(x, y, v)ψ(x, y, v) dxdydv,

où C∞(TN ) est l’espace des fonctions indéfiniment dérivables sur le tore unité.

Cette définition est naturelle au vu du résultat suivant de compacité.

Théorème 4.3 ([1], [21]) Soit gε(x, v) une suite bornée dans L2(RN × V ). Alors
il existe une limite g(x, y, v) ∈ L2(RN × T

N × V ) telle que, à une sous-suite près,
gε converge à deux échelles vers g.

Les estimations a priori du Lemme 4.1 permettent de montrer qu’il existe u0(z) ∈
H1(RN ) ∩ L2

z(R
N ) et u1(z, y, v) ∈ L2(RN × V ;H1(TN )) tels que, à une sous-suite

près, ũε(z, v) converge fortement vers u0(z) dans L2(RN ), v · ∇ũε converge à deux
échelles vers v · ∇zu

0 + v · ∇yu
1, et 1√

ε
(ũε −

∫

V ũ
ε) converge à deux échelles vers

u1 −
∫

V u
1.

En multipliant l’équation (29) par une fonction test régulière à support compact
du type

√
εφ(z, z/ε, v), on montre alors facilement que la limite u1 est donnée par

u1(z, y, v) =

N
∑

j=1

∂u0

∂zj
(z) θj(y, v),

où θj(y, v) est la solution (unique à une constante additive près) de

v · ∇yθ
j +Q(0, θj) = −vj dans T

N × V. (30)

L’opérateur Q(x, ·) est défini par

Q(x, u)(y, v) =
u(y, v)

ψ(x, y, v)

∫

V

σ∞(x, y, v′, v)ψ(x, y, v′) dv′

− 1

ψ(x, y, v)

∫

V

σ∞(x, y, v′, v)ψ(x, y, v′)u(y, v′) dv′.

Puis, on multiplie l’équation (29) par une fonction test du type

φε(z, v) = φ(z) +
√
ε

N
∑

j=1

∂φ

∂zj
(z) θ∗j

(

z√
ε
, v

)

.

où φ(z) est régulière à support compact, et θ∗j est la solution de l’équation adjointe
de (30). Après simplification et passage à la limite on obtient que la suite ũε(z, v)
converge fortement dans L2(RN × V ) vers u0(z), solution de

{

−div
(

D∇u
)

+
(

Az.z + γ
)

u+ z ·
(

B
∗∇u

)

= F (q̃),

u ∈ H1(RN ) ∩ L2
z(R

N ),
(31)

où D, A, B, σ, et γ sont donnés par (20) et

F (q̃) =

∫

TN

∫

V

∫

V

f(0, y, v′, v)ψ(0, y, v′)q(z, v′)ψ∗(0, y, v) dydvdv′.

La quatrième étape consiste à appliquer un théorème de convergence spectrale
à la suite d’opérateurs de Green Sε définis par l’équation (29). On vient de montrer
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que la suite Sε converge ponctuellement (pour la topologie forte de L2(RN×V )) vers
un opérateur limite S défini sur L2(RN×V ) par Sq = u où u est la solution unique de
l’équation homogénéisée (31). L’opérateur S est compact puisque H1(RN )∩L2

z(R
N )

s’injecte compactement dans L2(RN ). On a en fait une convergence plus forte que
la simple convergence ponctuelle de Sε. En effet, il est facile de vérifier le corollaire
suivant de la troisième étape.

Corollaire 4.4 Soit q̃ε une suite bornée de L2(RN × V ). Soit ũε la suite des solu-
tions de (29), où q̃ a été remplacé par q̃ε. Alors, après extension convenable à tout
R

N , la suite ũε est relativement compacte dans L2(RN × V ).

On déduit du Corollaire 4.4 que la suite Sε converge de manière collectivement
compacte vers S au sens de [6], c’est-à-dire que S est compact et pour toute suite q̃ε

bornée dans L2(RN×V ), la suite Sε(q̃ε) est relativement compacte dans L2(RN×V ).
Ce type de convergence (plus faible que la convergence uniforme et plus fort que la
convergence ponctuelle) permet d’obtenir la convergence du spectre [6].
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