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Avertissement : Les deux probléemes sont indépendants. A lintérieur de chacun, les sections et de nombreuses
questions sont elles-mémes tres largement indépendantes entre elles. On prétera notamment attention aux notes de
bas de page. Le texte est long, mais il n’est pas nécessaire de tout faire pour obtenir la note maximale. Une grande
valeur sera attribuée a la rigueur des raisonnements. Le Probléme 1 sera noté sur 12 points, le Probléme 2 sur 8 points.

1 Probleme 1 : Schémas d’intégration en temps long pour les équations
différentielles

L’objet du Probleme est d’étudier les schémas d’intégration pour les équations différentielles ordinaires, avec une
attention particuliere sur certaines propriétés de conservation en temps long pour les systemes dits Hamiltoniens.

1.1 Plusieurs formulations équivalentes

On s’intéresse a la résolution de ’équation de Newton
d = _qu(q)7 (1>

ol ¢ est une variable réelle (q € RY ) modélisant la position d’une particule dans RY, et V est une fonction de RY
dans R modélisant le potentiel auquel cette particule est soumise. Bien siir, § désigne la dérivée seconde en temps
de la position, et on utilisera de méme la notation ¢ pour la dérivée premiere en temps. La notation V4V désigne le

aVv
vecteur gradient, dont les composantes sont les —, 1 <14 < N. L’équation différentielle (1) est résolue pour ¢ > 0 et

0q;

est munie de la condition initiale en vitesse et position

q(t =0) =q, q(t=0)= po, (2)

ou Gy et pp sont respectivement la position et la vitesse initiales fixées. On supposera dans la suite que le potentiel
V est suffisamment régulier pour que toutes les opérations de dérivation nécessaires aient un sens. Dans la suite,

pour simplifier et bien que cela ne change rien aux raisonnements et résultats, on prendra N =1 (la
av
particule est sur la droite réelle), de sorte que (1) s’écrit § = fd—(q).
q
Question 1.1 Montrer que si l'on introduit la variable intermédiaire p = ¢, alors "équation de Newton (1) se met
sous la forme du systéme

OH OH
) = ——— 9 ) ] = —— B} ) 3
b= (pa), 4 o (p.q) (3)
pour une fonction H(p,q) = %pz + W(q) ot on déterminera W. On précisera aussi les conditions initiales pour le

systéme (3). La fonction H s’appelle le Hamiltonien et le systéme (3) est la forme Hamiltonienne de (1).

Question 1.2 Montrer que H(p(t), q(t)) est une constante en temps pour (3). On dit que le Hamiltonien H(p,q) est
conservé par la dynamique (3) (ou (1)). Quelle est 'interprétation physique de ce résultat ¢



On va maintenant déterminer une autre forme, équivalente & (1) et (3), des équations du mouvement. Pour cela,
on fixe maintenant un temps 7' > 0, une position initiale gy et une position finale gr. On introduit le Lagrangien (ne
pas confondre avec la terminologie du cours)

2

Lip.g) =% - V(@ (4)

et I'intégrale dite intégrale d’action

T
5 (a0 eporr) = [ Dlate)a) e (5)
définie sur les trajectoires ¢(t) menant de o & gr. On consideére le probléme variationnel suivant

inf {S ({a(Ohiepor) 9t =0) = do gt =T) = ar } (6)

Question 1.3 On admet que le probleme de minimisation (6) admet un point critique sous de bonnes hypothéses
et pour une bonne classe de fonctions q(t) qu’on ne cherchera pas a identifier. Etablir les équations d’optimalité du
probléme (équations d’Euler-Lagrange) et montrer qu’elle sont formellement équivalentes a (1) et donc a (3). Il s’agit
de la forme dite principe de Hamilton des équations du mouvement.

On étudie maintenant une approximation numérique de la formulation (6). Pour cela, on réalise une approxima-
tion de type P1 d’une trajectoire ¢(t). Autrement dit, on introduit un pas de temps h = T/N et approximation
(g0, q1,---,9n—1,qn) de la trajectoire ¢(t) sur [0, T] découpée en intervalles de temps de longueur h. Et on approche
la fonctionnelle (5) par

N-1 2
1 n - 4n
S(q0, a1, av-1,qn) = > _ h [5 (%) —Vign) (7)
n=0

Question 1.4 Ecrire le probléme variationnel discret bati a partir de (7) qui approche (6). Ecrire ses équations
d’optimalité sous la forme d’un schéma auz différences finies avec des conditions auzx bords sur le segment [0,T]. A
quel schéma vu en cours ce schéma vous fait-il penser ?

Question 1.5 Lorsqu’on cherche & approcher numériquement la trajectoire du mouvement (1) partant des conditions
initiales en position/vitesse (2), quel est l'obstacle pratique a résoudre le schéma aux différences finies déterminé a la
question précédente ? Commentez.

1.2 Propriétés du schéma de Verlet

On introduit, pour la résolution du systeme (3) le schéma aux différences suivant, dit schéma de Verlet :

{ Gn+1 = Gn+ hpn — h; VV(qn), (8)
Pn+1 = Pn — % (vv(qn) + VV(QnJrl))

pour un pas de temps h > 0.

Question 1.6 Montrer que la position g, trouvée par le schéma (8) résout, pour 1 < n < N — 1, les équations du
schéma déterminé a la Question 1.4.



Question 1.7 On étudie ici quelques propriétés élémentaires de (8).
— a - Le schéma (8) est-il explicite ou implicite ¢
— b - Montrer qu’il s’agit d’un schéma symétrique, c’est-a-dire que si l’on renverse le sens du temps dans l’équation (3),
et le signe du pas de temps h dans le schéma, on retrouve, partant de (pn,qn) la donnée initiale (po,qo).
~ ¢ - Déterminer une forme équivalente au schéma (8) écrite sur les variables q, et ppi1/2 = pn — %VV(qn).
— d - Commentez la forme trouvée en (c) au regard du systéme (3).

Question 1.8 En procédant comme dans le cours pour les schémas auz différences finies étudiés, calculer les ordres
de précision du schéma (8) lors la résolution de l’équation (3), pour la position q et la vitesse p.

Question 1.9 On souhaite savoir & quel point la conservation de H (assurée au niveau continu par la réponse a la
Question 1.2) est assurée par le schéma numérique (8). Si l'on utilise le résultat de la Question 1.8, que savez vous
dire de la conservation de H par le schéma (8) sur un pas de temps h, et donc, finalement, sur un intervalle [0,T] ¢

Question 1.10 Comme illustration des limites de ’approche de la Question 1.9, on regarde dans cette question le cas
particulier du potentiel V(q) = sw?q? (toujours en dimension N =1).

— a - Quel est le systéme physique modélisé par (1) ?

— b - Montrer que le Hamiltonien

— 1 1

H(p,q):§p2—|—§(1—ah2w2) w?¢? (9)

est exactement conservé par le schéma (8) pour une certaine valeur du paramétre o qu’on détermineral.

— ¢ - Montrer que pour h assez petit, que l’on quantifiera en fonction de w, la position q, est bornée indépendamment
de n.

~ d - En déduire que le Hamiltonien H(p,q) est conservé a 'ordre h? sur des temps infiniment longs (on utilisera
une comparaison avec H(p,q)).

— e - Commentez a la lumiere de la Question 1.9.

On revient maintenant au cas d’un potentiel V' général dans (1).

Question 1.11 On considére momentanément une équation différentielle y = f(y) poury € RN o4 N est un entier
(ici, de nouveau on peut prendre N = 1 pour simplifier), et f une application de RN dans lui-méme, supposée assez
réguliére pour que Uéquation admette une solution bien définie et unique. On considére alors un domaine Dy de R*
et on s’intéresse a son évolution au cours du temps : prenant yo € Do on suit yo dans son mouvement et on forme
alors l'ensemble Dy des positions au temps t des particules parties de yo € Dy a l'instant initial.
- a - Montrer que sous une condition sur divf qu’on précisera, le volume de Dy est égal a celui de Dy. Quelle
propriété de physique ou mécanique cette condition sur divf évoque-t-elle pour vous ?
— b- Montrer que si l'on revient maintenant au systéme (3) et qu’on identifie la fonction f correspondante, alors
la propriété ci-dessus est vraie. On dit que la dynamique (3) conserve le volume dans I’espace des phases (p, q).
Indication : On pourra exprimer le volume de Dy en fonction d’une intégrale sur Dy par changement de variables, et
par exemple utiliser un développement limité pour t > 0 petit.

1Cette question est calculatoire mais n’est pas difficile, et sa résolution n’est pas indispensable pour continuer



Question 1.12 De maniére analogue a la question précédente, on considére un domaine D,, dans l’espace des phases
(p,q) et son image Dy41 par le flot numérique pp du schéma (8), c’est-a-dire Uapplication qui & (pn,qn) associe
(Pn+t1,qnt1). Montrer, en calculant le Jacobien de vy, que D,, et D1 ont exactement méme volume. Si on cherche
a démontrer cette propriété seulement a partir de la précision du schéma obtenue a la Question 1.9, y parvient-on ?
Commentez.

La suite du probléme a pour objectif d’établir une propriété similaire aux propriétés démontrées ci-dessus, pour la
conservation de H dans un cadre plus général que celui abordé a la Question 1.9.

1.3 Notion d’équation modifiée et conséquences

L’objet de cette section est d’introduire la notion d’équation modifiée. Cette notion est I’analogue, pour les équations
différentielles du type (1), de la notion d’équation équivalente introduite en cours. Pour se familiariser avec cette notion,
on va tout d’abord la mettre en oeuvre sur un cas simple, avant d’aborder le cas du schéma de Verlet (8).

On considere donc d’abord I’équation scalaire
y=1r(y) (10)

pour une fonction f réguliere de R — TR fixée, et on approche la solution y(t, = nh) de cette équation par y,
solution du schéma dit schéma d’Euler

Yn+1 = Yn + hf(yn) (1]-)

Question 1.13 Montrer que si y(tn4+1) et Yny1 sont calculés a partir de yy,, respectivement par I’équation exacte (10)
et le schéma d’Euler (11), sur le pas de temps h, on obtient

2

h
y(thrl) — Yn4+1 = 76571 + O(h3)7 (12)

ot on calculera précisément le terme a,, en fonction de f(yn) et f'(yn).

On considere alors ’équation différentielle
g=FG) = nf'@) @), (13)
oll A est un parametre. Cette équation s’appelle I’équation modifiée & I'ordre O(h?).

Question 1.14 Montrer que, cette fois, pour un parameétre A qu’on déterminera, si §(tn+1) et ynt1 sont calculés a
partir de yy,, respectivement par l’équation (13) et le schéma d’Euler (11), sur le pas de temps h, on obtient

g(tn+1) — Yn4+1 = O(hg) (14)

Commenter lintérét de ’équation modifiée pour comprendre les propriétés de la trajectoire numérique y, issue de

(11).

On souhaite maintenant déterminer ’équation modifiée pour le schéma de Verlet (8) et I’équation (3). On cherche
fo, fi, f2 tels que la solution y,41 = (Pni1,@ns1) calculée & partir de y,, par (8) coincide au moins & I'ordre O(h%)
pres avec §(t,41) calculée a partir de y,, en résolvant (3) exactement.



Question 1.15 Montrer que cette équation modifiée s’écrit, pour y = ( Zq) ),

i = folH(t) +h f1(§(1) + W2F2(i(t)) (15)
(% (o _( BD*V(q)VV(q) — £ D*V(g)(p,p)
fo(qm)—( i ) nen=(g). aen=( S ).

et pour des coefficients o et 3 qu’on déterminera®. A laquelle des propriétés du schéma de Verlet établies précédemment
reliez-vous (formellement) le fait que le terme f1 d’ordre impair en h de l’équation modifiée est nul ?

Question 1.16 Montrer que l’'équation modifiée (15) obtenue d la question précédente est une équation hamiltonienne,
c’est-a-dire se met sous la forme particuliere (3) pour un certain Hamiltonien H qu’on déterminera. Ce Hamiltonien
est appelé Hamiltonien modifié. Déterminer l'ordre en h de la différence H — H.

Question 1.17 L’objet de cette derniére question® est de comprendre la conservation du Hamiltonien H par le schéma
de Verlet. Supposons que l'on sache que la trajectoire (p,,qn) est uniformément bornée en n sur lintervalle de temps
sur lequel on travaille. En utilisant l'équation originale (3), U’équation modifiée (15), le schéma (8), et les conclusions
des questions précédentes, montrer que le Hamiltonien H est conservé, a ordre égal, sur des temps plus longs, que ce
que ne prévoyait l'étude de la Question 1.9.

2 Probleme 2 : Formulation Eléments finis stabilisés pour ’équation
d’advection-diffusion

On s’intéresse dans ce probleme a la résolution par méthode d’éléments finis de I'équation d’advection diffusion
stationnaire

—nAu(z) + b(z) . Vu(z) = f(z) (17)

posée sur un domaine borné Q C IR?. La fonction b est supposée continue de Q dans R?. Le second membre f est
défini de Q dans IR? et appartient & L2 (Q). Ces deux fonctions sont supposés fixées et connues. La fonction inconnue
u est & valeurs scalaires et est supposée vérifier la condition au bord u = 0 sur le bord 992 du domaine 2. La constante
7 est strictement positive. La premiere section du probleme s’intéresse a des cas simples ou le probleme est facilement
résoluble avec les outils du cours*. La suite du probleme s’intéresse & un cas plus difficile.

2.1 Cas simple
Question 2.1 FEtablir la formulation variationnelle de ’équation (17) sous la forme : Trouver u € Hg (2) tel que
a(u,v) = L(v), Yv e Hy(Q) (18)

Si on suppose
divb =0, (19)

au sens faible, montrer que cette formulation variationnelle (18) est bien posée (c’est-a-dire admet une solution,
unique,).

2De nouveau, la détermination de « et 3 est sans difficulté, purement calculatoire, et non nécessaire pour poursuivre
3Cette question finale est plus dure et rapportera des points de bonus
4La plupart des questions de cette section sont donc essentiellement des applications immédiates du cours



Question 2.2 Donner une condition sur divb, généralisant la condition (19), qui permette aussi de démontrer avec
les outils du cours que la formulation variationnelle de (17) est bien posée.

Question 2.3 Donner une condition sur la valeur de la constante C (en fonction des données du probléme et notam-
ment de la constante de l'inégalité de Poincaré) pour que la condition

”bHsup = Sug Ib(x)| < C, (20)
A

ot | - | désigne la norme dans R?, permette, indépendamment de toute hypothése sur divb, de démontrer, encore avec
les outils du cours, que la formulation variationnelle est bien posée.

On se place désormais, et pour toute la suite du probleme, sous 'hypothese (19).

Question 2.4 Fxpliquez brievement comment vous pouvez établir l’approximation du probléme par méthodes d’éléments
finis P1. On écrira la formulation variationnelle discréte et on expliquera pourquoi sa solution uy, existe, dans un es-
pace de dimension finie X, C H}(Q) et de maniére unique. On dira aussi bricvement comment on détermine uy, en
pratique.

Question 2.5 Rappelez pourquoi, avec le cours, on sait que la qualité de l'approrimation est donnée par une inégalité
du type

e = unllpr gy < €7 inf lu=vnll o 2D

VhE€EXp

Comment la constante C* dépend elle des caractéristiques de la forme bilinéaire a du probléme (18) ¢ Comment
ensuite conclut-on pour montrer que up — u quand h — 0 avec un certain taux de convergence en h lorsque la
solution exacte u est assez réguliére ?

Question 2.6 Comment s’expriment la constante de continuité M et la constante de coercivité v de la forme bilinéaire
a de (18) en fonction des paramétres 1, et [|bl|lqyp du probléme et de la constante de Poincaré du domaine Q¢ En
déduire que si [|bllgyy, est grand devant n, la constante C* de linégalité (21) est grande devant 1. Commentez. Si
léquation (17) modélise I’évolution de la grandeur w par diffusion et convection par un fluide de vitesse b, a quel cadre
physique correspond ce régime de paramétre ?

La suite de ce probléme s’intéresse & un cas ou l'estimation (21), bien que évidemment correcte, ne renseigne pas
beaucoup sur la qualité réelle de I'approximation parce que I'on se trouve dans la situation décrite a la Question 2.6.

2.2 Etude préparatoire

On considere un maillage régulier 75, de €2, formés de triangles K, de diametre hg, et 'espace d’éléments finis P1
associé a 'approximation de I'espace H}(€2) sur ce maillage. Ceci forme I'espace d’approximation Xj. Dans la suite, on
supposera (pour simplifier) que tous les diameétres hy, K € 73, sont en fait identiques et égaux & un pas de maillage h.

On suppose que la fonction b(zx) vérifie |b(x)| > c¢o > 0 pour presque tout & € Q@ pour une constante c¢g > 0, et on
rappelle que, puisque le second membre de (17) est dans L?(Q), la solution exacte u est, d’apres le cours, une fonction
dans H?(Q).



Dans cette section, on va refaire une étude d’erreur pour la formulation habituelle (18), mais de maniére un peu
différente de celle du cours. Pour cela, nous allons avoir besoin d’admettre que, sous de bonnes conditions, le maillage
et I'espace d’éléments finis que nous employons vérifient :

llu— ThUHm(K) +h(V(u-— Thu)”L?(K) +h? HDQ(U - ThU)HLz(K) < Oh? ||UHH2(K) ) (22)

ol D? désigne la matrice hessienne des dérivées partielles d’ordre deux. On a supposé v € H?Z, et rju désigne 'interpolée
rpu dans espace d’éléments finis P1 utilisés, conformément a la Définition 6.2.4 du cours.

Question 2.7 Rappelez ce qui est connu par le cours sur la convergence de rpu vers u quand h — 0. Montrer ’égalité
a(eha €h) = _a(ﬂ-ha eh)' (23)

ou on a noté ey, = up — TR €t TR = TRU — U.

Question 2.8 Démontrer que

13
/ Venl? < / Ven| (V| + S0P / Ven| [l (24)
Q Q n Q

En utilisant Uinégalité (22) (et par exemple Uinégalité algébrique |ab| < ta® + b, qu’on démontrera), déduire de (24)
Uestimation de Uerreur ey, suivante, pour une certaine constante C' indépendante de h,b,n, u,

2
1bllsup 7?
IVenllp. < Cy[1+ e [ull g2y P (25)

Quand ||b]|gyp P est grand devant 7, Pestimation (25) n’est pas tres bonne. La suite du probleme montre une fagon
de traiter cette difficulté.

2.3 Formulation stabilisée

Puisque l'estimée (25) n’est pas trés bonne quand [|b|gyp, 2 >> 7, on va changer de formulation pour le probleme.
On suppose :

b(x)|h >n, VYreQ, (26)
et on considere la forme bilinéaire
ap(vn, wr) = a(vp, wy) + Z / T (—nAvy, +b.Vu,) (nAwp +b. Vuwy), (27)
Ken, VK
et la forme linéaire
Cawn) = Llun) + 3 /K rf (nAwy +b. V). (28)
Kem,

Dans ces formules, 7 est une fonction définie par

(29)



Question 2.9 Montrer que la forme bilinéaire (27) et la forme linéaire (28) sont définies de maniére rigoureuse sur
lespace d’élements finis X;,. Quelles expressions simplifiées admettent-elles, vu les éléments finis considérés ¢ Montrer
qu’on peut de méme considérer rigoureusement la quantité ap(u,vy,) ot u est la solution exacte de (17) et vy, un élément
quelconque de Xy. Montrer que ap(u,v,) = Ly (vp) pour v, € Xp. Pour cette raison, on appelle approzimation (30)
ci-dessous une approzimation fortement consistante de (18).

On va maintenant étudier la formulation variationnelle : Trouver u, € X tel que

ah(uh,vh) = Eh(vh), Yo € Xp,. (30)

Question 2.10 Montrer que la forme bilinéaire aj est bicontinue et coercive sur Xy, la forme linéaire Ly, est continue
sur Xy, et la formulation variationnelle (30) est bien posée.

Question 2.11 En procédant de maniéere similaire a la Question 2.7, montrer ’égalité
ah(eh,eh) = —ah(ﬁh,eh). (31)

ol on a encore noté e, = up — rpu et T, = rpu — u (avec uy, la solution de (30)).

Question 2.12 Montrer ['inégalité

77/ |Veh|2+/7'|b.Veh\2 < 77/ V7rh||Veh|+’/b.V7rheh
Q Q Q Q

En estimant chaque terme du membre de droite de cette inégalité, montrer l’estimation®

[ bllsup b
IVenll 2y < C 1+Tp||uum<mh (33)

Question 2.13 En comparant les estimations (25) et (33), commenter l'intérét de 'approche employée.

>

/T(—nAwh+b.V7rh) (b.Ven)| (32)
KGTh K

FIN//

5Cette question est plus dure et rapportera des points de bonus



Eléments de corrigé

Probleme 1 : Schémas d’intégration en temps long pour les équations
différentielles

1.1. Plusieurs formulations équivalentes

Réponse a la Question 1.1 On introduit la variable p = ¢. Comme on veut ¢ = %—I; (p,q), 1 sufﬁt donc que
H(p,q) = %pz + W(q). Maintenant, comme p = ¢, (1) s’écrit p = —V’(q). Comme on veut p = —<= (p, q), i
p=—W'(q), on adonc W =V (& une constante additive preés qu’on peut toujours prendre nulle). Le Hamlltonlen est
donc H(p,q) = 30> +V(a). &
Réponse a la Question 1.2 On calcule facilement

G HBO.0) = 5 60,0050 + 5 00,0

)
= -2 00.4(0) 5, 00.4(0) + 5 60.a(0) G 6(0).a(0) = .

d’apres (3). Le Hamiltonien H est I'énergie mécanique, somme de I'énergie cinétique p?/2 et de Iénergie potentielle
V(q). Physiquement, 4 S H(p(t),q(t)) = 0 exprime la conservation de I’énergie mécanique d’un systeme isolé. &

Réponse a la Question 1.3 On exprime la variation élémentaire de S (‘{Q(t)}te[o T]) sous une perturbation (t)

telle que 9(0) = 0 et ¥(T) = 0 (pour que g + 1 vérifie les conditions aux bords) :

S (fa+¥®heon) =5 ({a® i)
[ st + .00+ vy de - [ L. q0)
0 0

T . T /.
[ (iwio -viawvw) a+ [ (2 B — (Viglt) + 9 (1) - V(a(t) - V'<q<t>w<t>>>) dt,
0 0

ol le premier terme est linéaire (et continu) en la fonction 1) et le second est quadratique. Le premier terme est donc
la dérivée premiere de S. La condition d’optimalité s’écrit

| (@090 - viawve) a=o. vi, tae b0 =u(1) =0

En intégrant par parties et en utilisant la nullité de 1) au bord, on obtient :

T
/O (=q(t) = V'(g()¥(t)) dt =0, Vo, tel que (0) =(T) =0,
ce qui donne I’équation d’optimalité
—G(t) =V'(a(t)), q(0)=q, a(T)=dr. (34)

On reconnait ’équation de Newton (1). O

Réponse a la Question 1.4 Le probleme variationnel discret s’écrit :

2
inf{S(QOaQ1a--~7QN—17QN Zhl <qn+1 q> —Vign)

; QO‘jOaQN(jT}-



L’optimalité de (qo,q1,---,qn—1,qn) sous la contrainte gy = Go, gy = gr s’écrit, pour 1 <i < N —1:

SQO7QI7--~7QN—17QN :Oa
o ( )

c’est-a-dire
Qi1 — 2¢i + Gi—1

2 -V'(g)=0, 1<i<N-1

(35)

g0 = qo, qN = qr-
Il s’agit du schéma aux différences centrées d’ordre 2 pour la résolution de § = —V’/(q) sur le segment [0, 7] avec les
conditions aux bords de Dirichlet ¢(0) = Go, ¢(T) = gr. &

Réponse a la Question 1.5 L’obstruction majeure est que, dans la pratique, on ne connait pas la position finale gr.
En revanche, on connait le plus souvent la vitesse initiale pg, en plus de la position initiale gy. Il faut donc trouver une
reformulation du probléeme qui permette, comme pour I’équation de Newton (1), d’utiliser cette condition initiale en
vitesse au lieu de la condition finale en position gr. Il existe une stratégie directe pour cela a partir de la formulation
du probleme (6), mais ce n’est pas 1'objet de ce probleme. On va prendre dans la suite une voie alternative, qui conduit
au méme résultat en pratique. O

1.2. Propriétés du schéma de Verlet

Réponse a la Question 1.6

Calculons :
1 =200 + -1 = (Gnt1 — @) — (@0 — qn—-1),
h? h?
= (hpn - ? Vl(Qn)) - (hpn—l - ? Vl(qn—1)> 5
h2
= b= put) — o (V(ga) = V' (an0))
h2 !/ ! h’2 ! !/
- 7? (V (Qn) +V (Qn—l)) - ? (V (qn) -V (Qn—l))a
= -0’ V/(qn)'
On retrouve le schéma (35) trouvé & la Question 1.4. &

Réponse a la Question 1.7 Les réponses sont immédiates :
— a - Le schéma (8) est explicite : on détermine ¢,11 avec la premiere ligne et la donnée de (g, p,), puis on en
déduit p,41, avec la deuxieme ligne.
— b - En changeant h en —h, et en échangeant n et n + 1, (8) s’écrit

2
{ dn = d4n41 — hpn-i-l - % V/(QR+1)7
Dn P+t + 2 (V' (gns1) + V' (q0))

La deuxieme ligne est exactement p,1 = p, — & (V'(gn) + V'(gn+1)) donc est identique & la deuxieme ligne

de (8). La premiere ligne s’écrit alors g, = gny1 —h [pn — & (V' (¢0) + V' (gn+1))] — %2 V' (gn+1) et redonne donc
la premiere ligne de (8). Le schéma est donc symétrique.
— ¢ - En posant p,,41/2 = pn — %V’(qn), on obtient :

{Qn—i-l = %z"’hpn-f-l/%
Pnt1/2 = pn—l/thvl(qn)'
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— d - Cette forme est plus intuitive que (8). En calculant la vitesse au demi-pas de temps, on trouve un schéma
aux différences finies d’ordre 1 sur position et vitesse, bati a partir de (3) de maniére immédiate. &

Réponse a la Question 1.8 On injecte dans le schéma (8) la solution exacte (p(t), ¢(t)), évaluée aux instants ¢,, = nh.
Comme, a des ordres supérieurs en h pres,

h? h o
ln+ 1)) = qlnh) + hi(nh) + 5 k) + g (o),
2 3
= q(nh) +hp(nh) — V(g h) + g @),
P+ )R = plnh)+ bt k) + ),

= pnh)— AV (qnh)) + ),

= p(nh) ~ RV (gl k) — o V" (alnh)) pn ),

onaqg((n+1)h)—q(nh)—hp(nh)+ %2 V'(q(nh)) = O(h?), et

p((n+1)h) — p(n k) + 5 (V' (a(nh)) + V" (a((n + 1) 1))
= LVt m) = v ) pn k) + 5 [Vt ) £V (an)) () + O()]
= 0(Rh?).

Apres division par h, on trouve donc que le schéma (8) est, pour approximation du systeéme (3), précis a 'ordre 2 en
position ¢ et en vitesse p. O

Réponse a la Question 1.9 Partant de (p(nh),q(nh)) = (pn,gn), on a, si on suit la dynamique exacte, H(p((n +
1) h),q((n+1)h)) = H(pn,qn), car le Hamiltonien est conservé par cette dynamique exacte (cf. la Question 1.2). Par
ailleurs, si (pn, ¢n) évolue suivant le schéma numérique (8), on a p,+1 —p((n+1)h) = O(h3) et g1 —q((n+1)h) =
O(h3) d’apres la Question 1.8. Donc

1
H(pni1,ny1) = §Pi+1+V(Qn+1)

_ % (p(n+ 1) k) + O(h*) + V (a((n + 1) h) + O(h?))
= H(p((n+ 1) h),q((n + 1) ) + O(h?).

Le Hamiltonien est donc conservé sur un pas de temps h & 'ordre O(h®) prés. Sur un intervalle de temps [0, 7]
comportant % tels pas de temps, la conservation est donc au mieux & O(Th?) pres. O

Réponse a la Question 1.10 On considere le potentiel V(q) = jw?q?.
— a - Le systéme physique modélisé par (1) est alors loscillateur harmonique monodimensionnel.
— b - Le schéma s’écrit, dans ce cas particulier :

1 1
Pry1 = (1-— §h2w2)pn — hw2(1 — Zh2w2)qn,

1
n+1 = hpn+(1_§h2w2>qn-

11



Comme tous les termes du Hamiltonien sont quadratiques, la différence H(pni1,Gni1) — H(pn,@n) est un po-
lynéme comportant uniquement des termes en p?, ¢2, pnq,. Pour avoir cette différence nulle, les trois coefficients
de p2, ¢2, pnq, doivent étre identiquement nuls. On vérifie alors que @ = i est nécessaire et suffisant (on peut
par exemple identifier o avec la condition de nullité du coefficient de p,,q,, et verifier qu’il annule aussi les deux
autres coefficients).

— ¢ - La conservation de H entraine que pour tout n,

_ 1 1 _
H(pn,qn) = 519% +5(1- ah*w?)w?q2 = H(po, qo).

On a donc en particulier %(1 —ah?w?)w?q? < H(po, qo) d’ott on déduit que par exemple pour h < %w‘la_l/{

on a gp <4 H(po,qo) w2

~ d- Comme H(py.qn) = 5p2 + 5(1 — a h%w?)w2q2 = H(po, qo) pour tout n, on a

_ — 1
H(pn;gn) = H(po,40) = H(pn: n) = H(Pn:an) + H(po, g0) = H(po, q0) = 5o h*w" (4, — ),
et donc, vu la borne précédente sur q,,

|H(pn7Qn) - H(pOaQO)| = O(hz)

ou la borne ne dépend pas de n.

— e - Ceci est une propriété trés remarquable, puisque aussi grand soit n, il n’y a pas plus de O(h?) d’écart. Il n’y a
pas de dégradation avec le temps. C’est évidemment bien mieux que la borne obtenue a la Question précédente,
qui dépend de la longueur de l'intervalle de temps. &

Réponse a la Question 1.11
— a - On a, par changement de variables,

fan=]
D, Do

Pour ¢ > 0 proche de 0 (mais on pourrait faire ce raisonnement & tout instant, l'instant ¢ = 0 ne jouant pas de

role particulier), on a y(t) = y(0) +t¢(0) + o(t) = yo +t f(yo) + o(t), donc Z?Ty(t) =1Id +tV f(yo) + o(t) et donc
0

Oy ‘
det —=| dyg. 36
o Yo ( )

0 .
det % =det(Id +tVf(yo)) + o(t) =1+ tdiv f(yo) + o(t).
0 lt=0
, ) . . d dy .
On a donc obtenu (ce qu’on pouvait aussi avoir par un calcul plus direct) pr det o0 =divf(yo), et donc
t=0 0

4
dt

/ dy:/ div f(yo) dyo.
t=07D; Do

Cette dérivée en temps est donc nulle (et de méme que la dérivée en tout temps) deés que divf = 0. Il y a
alors conservation du volume de D; au cours du temps. Il s’agit bien str de la méme condition formelle que la
condition d’incompressibilité en mécanique des fluides, qui donne aussi la conservation du volume de fluide au

cours de I’évolution.
_OH

— b- Pour le systéme (3), on a f = ( mf_q > et donc divf = —
op

o OH = 0 0H _

9 0¢ "9 0p ¢
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Réponse a la Question 1.12 On calcule la matrice des dérivées premieres :

h ,,( ) h
1 9 V dn+1
(7 Pn+1,49 Ll) =

Opn; an) b B, v b, B,
—5‘/ (Qn+1)+ZV (Qn+1)V (Qn)— §V (Qn) 1- 3‘/ (Qn)

On remarque que son déterminant (le Jacobien de la transformation de (p,,¢n) en (Pr+1,qn+1)) vaut exactement :

h? , h? h_, h3 , h_,
(1 - ?V /(Qn+1)) (1 - 2‘/”(%)) —h (2V /(Qn+1) + ZV”(%H)V/ ((Jn) - §V /(Qn)) =1

En insérant cela dans le raisonnement de la question précédente, formule (36), on voit que cela impose la conservation
du volume. Cette propriété est indépendante du nombre de pas de temps. De nouveau, si on cherche, a partir de la
précision du schéma, a calculer la variation du volume, on ne parviendra qu’a une conservation approchée, exacte a
un certain ordre O(hP) pres, et qui se déteriorera pour un grand nombre de pas de temps (par exemple pour O(h~?)
pas de temps), I'information est, au mieux, la conservation & O(1) preés, ce qui est inutile. &

1.3. Notion d’équation modifiée et conséquences

Réponse a la Question 1.13 Sous réserve de la régularité suffisante (qu’on suppose dans tout ce probléme), on a :

. 1 5. 1 .
Y(tnt1) = y(tn) + R y(ta) + 5 B2 §(tn) + O(R®) = yn + 1 f(yn) + 5 17 F'(yn) f(yn) + O(H7)
puisque § = f'(y)y = f'(y) f(y) en dérivant I’équation (10). Par ailleurs, par le schéma d’Euler (11), yp4+1 = yn +
h f(yn), donc y(tny1) — Yni1 = % h? T (yn) fyn) + O(h3), ie. an = f'(yn) f(yn)-

Réponse a la Question 1.14

On a
i 1) = §(t) + h(tn) + 5 B2 500) + OG®) =y + b [F () = N f () Fun)] + 5 2 7' (9n) Fm) + O(B®).

Pour \ = %, on a donc bien (14), i.e. §(tni1) — yns1 = O(h3). La trajectoire numérique y,, étant plus proche de la

solution exacte § de I’équation modifiée (13) que de la solution exacte de I’équation originale (10), on peut espérer, en
étudiant (13), comprendre mieux les propriétés du schéma (11). C’est ce qui va se passer dans la suite. &

Réponse a la Question 1.15 Pour déterminer I’équation modifiée pour le schéma de Verlet (8) et ’équation (3), on
procede comme & la Question 1.14. En injectant la forme (15)-(16), et apreés calculs, on trouve que

La nullité du terme impair (d’ordre 1) en h est en fait lié & la symétrie du schéma, mais 1’énoncé ne demandait pas
une preuve rigoureuse de ceci. &

Réponse a la Question 1.16 On remarque facilement que le terme du deuxieme ordre

1" / _ a3
fa(a:p) = ( AVHa) Va((IJ/)”(q)QpV 3 (g) p? )
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_OK
se met sous la forme < %_29 pour la fonction K = 2 V" (q) p*> — 5 (V'(g))*. 1l s’ensuit que I'équation modifiée (15)
P

est une équation hamiltonienne, c’est-a-dire se met sous la forme (3) pour

0 =H+ h? %V”(q) == (V(g)®

La différence H — H est évidemment d’ordre 2 en h. &

Réponse a la Question 1.17 On sait que :
— le Hamiltonien modifié H est exactement conservé par I'équation modifiée (15)
— le Hamiltonien H est exactement conservé par I’équation originale (3)
— la différence H — H est d’ordre 2 en h
On va utiliser ces trois propriétés. Pour n quelconque, on note y,, = (pn, ¢n) et on décompose :

H(ya) = Hlyo) = [H(ya) = H@G) + [H(Ga) = H@)]| + [A(5a)  H0)] + | H(50) ~ Hwo)]
- W+ ®m o+ © o+ D
A cause de la Question 1.16, on sait que (B) = O(h?), indépendamment de n, si I'on admet que la trajectoire est
bornée. D’autre part, le terme (C) est clairement nul, car le Hamiltonien modifié H est exactement conservé par
I’équation modifiée (15). Aussi, comme §o = yo et la différence H — H est d’ordre 2 en h, on a (D) = O(h?). Reste
le premier terme, (A). Il est en fait le seul sensible & 'accumulation des erreurs numériques au cours des pas de
temps. Par régularité (en fait le caractere Lipschitz) du Hamiltonien H, on a (A) < ||H||Lip |yn — Jnl < O(T hP),
ou p est lié a Pordre avec lequel I’équation modifiée approche I'équation exacte. Ici, p = 4. On peut, sous réserve

de la régularité des fonctions en jeu (ici le potentiel V'), pousser cet ordre aussi loin que voulu. On en déduit que
H(y,) — H(yo) = O(T h? + h?), ce qui est une estimée meilleure que celle obtenue juste avec la précision du schéma.

Probleme 2 : Formulation Eléments finis stabilisés pour ’équation
d’advection-diffusion

2.1. Cas simple

Réponse a la Question 2.1 Il est immédiat, en procédant comme dans le cours, d’établir la formulation variationnelle
de I’équation (17) sous la forme (18), avec :

a(u,v) =n [ Vu(z).Vu(z)dr + / b(z).Vu(z)v(x)de, L(v)= [ f(z)v(z)dx.
Q Q Q

La forme bilinéaire a est bi-continue sur H}(Q) car

la(u,0)] < nllVullL2@)IVollL2@) + [bllsup Vel L2 @) vl L2 @)
< max(n, [bllsup) l[ullm @) vl m (@) (37)
en utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz et le caractere borné de b. On remarque alors

L 2 _ 1 ivb(z)u?(z)de =
/Qb(x).Vu(x)u(m)dx:§ /Qb(x)V(u (z)) do = 5 /Qd b(z)u*(z)dz =0, (38)
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par intégration par parties, nullité du terme de bord et & cause de I'hypothese (19). On en déduit que, & cause de
I'inégalité de Poincaré Hu||2Lz(Q) <Cp HVUH%2(Q)7

Cp
a(u,u) = || Vull72q) > n T1Cp [l 21 (62 (39)

et la coercivité de a en découle. De son coté, la forme linéaire £ est évidemment continue sur H{ (€2) , par application
de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Par application du Lemme de Lax-Milgram (notez que a n’est pas symétrique en
(u,v) mais ce n’est pas requis), la formulation variationnelle (18) est donc bien posée. &

Réponse a la Question 2.2 Sur le calcul (38) ci-dessus, on voit que si on n’a plus (19), on peut écrire :

. 1.
divb(z) u?(x) dz| < 5 [|div b|| oo ||u||2Lz(Q), (40)

/ b(x) . Vu(zr) u(x) dz
Q

Q
donc, en utilisant 'inégalité de Poincaré,
a(u, u) 2 7[VulZ2(q) — t Idiv bl £ [|ull7zq) = co lull?
yuw) =1 L3(Q) T 5 L £2(0) < Co Ul ()

pour une certaine constante ¢g > 0 dés que ||divd| - est assez petite. Le raisonnement se continue par ailleurs
sans changement. On pourrait d’ailleurs aussi traiter le cas ot divb(z) < 0 et divb(x) est dans L>°, avec ||div bz
quelconque.

Réponse a la Question 2.3 On considére de nouveau 'intégrale / b(x) . Vu(z) u(z) dx, comme dans le calcul (38),

mais cette fois, puisqu’on ne dispose plus de controle sur div b, on n’integre pas par parties et on procede comme suit :

< 1bllsup [Vullz2(@) [[ull2 (o)

/ b(x). Vu(zr) u(x) dz
Q

ce qui entraine

1= /Cplbllsu
a(u,u) 2 9|Vl Faq) ~ [Dllsup [Vullz2) ol 2@ > Cp =720 llullfn ).
P
encore par application de 'inégalité de Poincaré ||uH2L2(Q) <Cp HVUH%Z(Q), des que /Cpl[bllsup < 1. On peut donc
n
2/Cp

prendre par exemple C' = dans (20) et prouver de méme que la formulation variationnelle est bien posée. <

Réponse a la Question 2.4 Notons X;, C H}(Q) l'espace des éléments finis P1, comme dans le cours. La formulation
variationnelle discrete s’écrit : Trouver u, € X}, tel que

a(un,vp) = L(vy), VYo, € Xp, (41)

ou les formes a et £ sont comme dans (18). Cette formulation est bien posée, comme vu en cours. En pratique, cela
revient a résoudre un systeme algébrique linéaire AU = F' pour lequel divers algorithmes ont été vus en cours. &

M
Réponse a la Question 2.5 Le lemme de Céa (Lemme 6.1.2. du cours) donne Pestimation (21) pour C* = — ou
v

M est la constante de continuité de la forme bilinéaire a et v sa constante de coercivité.

On utilise ensuite I'interpolée 7}, de la solution exacte pour majorer le membre de droite de (21). Si la solution exacte
est assez réguliere et sous de bonnes conditions, on peut méme controler le taux de convergence (voir le Théoréme
6.3.16. du cours). &
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M
Réponse a la Question 2.6 On vient de le voir, on a C* = — dans (21). Or, on a vu a la Question 2.1, esti-
v

Cp
mations (37)-(39) que M = max(n, [[bl|sup) et v = " c . On obtient donc que si ||b||Sup est grand devant 7,
P
bllsup 1+ C bl|s
C = [Bllsup —2’ P > [bllsup est grand dans (21). Donc cette inégalité ne renseigne pas vraiment sur la qualité de
n P
I’approximation & h fixé. Ce régime correspond a un écoulement ou le phénomeéne de convection domine largement
celui de diffusion. &

2.2. Etude préparatoire

Réponse a la Question 2.7 La Proposition 6.3.16 page 127 du cours donne ’estimation connue sur la convergence
de rpu vers u quand h — 0. L’égalité (23) s'écrit aussi a(u — up,up — rpu) = 0 et est obtenue en soustrayant la
formulation variationnelle discrete (41) pour uy, et pour u (qui la vérifie aussi) avec la fonction test v, = up — rpu qui
est bien dans Xj,. &

Réponse a la Question 2.8 Ecrivons (23) en détail :

n/|Veh|2—|—/b.Vehehz—n/Vﬂ'h.Veh—/b.Vﬂ'heh.
Q Q Q Q

Comme & cause de (19) on a a la fois b Vepen =0 et / b.Vrpen = / b.Vey mp, on obtient

/|Veh|2 —r]/VmL Veh—i-/b Ve mh,
o]l
/|Veh\2§/ Ven| [Vra| + 502 / Ven! I,
Q n Q

en utilisant la borne sur b et l'inégalité de Cauchy—Schwarz

On poursuit en remarquant d’abord que |ab| = |(— a) (V2b)] < = <(

donc (24), i.e

1

7 7_ a)? (\/_b)) 2 24+b%. On en déduit,

a partir de (24), que :

1l1up

1
IVenllZe + [Vmallze + 7 [Venlzz + a7

o~ =

IVenllz> <

Or (22) impose en particulier que |74 2 + b [|[Van| 2 < Ch?|ull e, donc a fortiori ||ms 7. + b2 | Va7 <
Cc?pt ||u||i12 On en déduit :

1 _ 113 _ 1l1up 22
SIVerl3s < h? <h2lv e+ BRI 2} < et Rt + ) (1 B
bl|Zup h?
< BORR ullys (H”'%)
et on obtient (25). &
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2.3. Formulation stabilisée

Réponse a la Question 2.9 L’espace d’éléments finis X}, est formé de fonctions P1. On a donc Awvy = 0 sur chaque
triangle K (bien que cette fonction ne soit pas définie globalement sur le domaine 2, elle a des “sauts” d’un triangle
a Pautre). Les formes bilinéaire (27) et linéaire (28) se récrivent donc de maniére équivalente, quand vy, wy, € X}, :

ap(vp, wp) = a(vy, wp,) + Z /KT (b.Vup) (b.Vuwy,)

Kery,

Li(wp) = Lwn) + Y /Krf(b.th)

Kery,

et sont définies de maniere rigoureuse. De méme, on peut considérer rigoureusement la quantité ap(u,vp) ot u est la
solution exacte de (17) puisque u, la solution exacte, est supposée de classe H2, et on peut bien parler de son laplacien.
Enfin, comme on a —pAu+b.Vu = f, les termes présents dans aj, et L5, et non présents dans a et £ s’égalisent entre
eux quand ils sont pris sur u, et on a en fait ap(u,vy) = Ly (vy) pour vy, € Xp,. &

Réponse a la Question 2.10 La continuité de aj, et L, s’obtient par les arguments habituels. Pour la coercivité, il
suffit de remarquer que ap(up, upn) > a(up, up). &

Réponse a la Question 2.11 La preuve de (31) est similaire & celle de la Question 2.7, en utilisant le résultat de la
Question 2.9 ot on a montré que la solution exacte u vérifiait aussi ap(u,vp) = Lp(vp). &

Réponse a la Question 2.12 On travaille & partir de (31) dont on explicite tous les termes :

7]||VehH%2(Q)+/T(b.Veh)2:717/Veh.Vﬂth/b.Vehﬂ'h— Z / 7b.Ven (—mAn, +b.V7y),
Q Q Q ren K

toujours puisque, par intégration par parties, / b.Vepep, =0, et / b.Vmpep = —/ b.Vey 7, et parce que les
Q Q Q
laplaciens des éléments de X} sont identiquement nuls sur chaque triangle K € 75,. On traite alors chacun des trois

termes du membre de droite séparément :

— Comme précédemment, n/ |Ven| V| < g HVehH%z(Q) +1 ||V7rh|\2Lz(Q),

1 1
~demme, [ Venfml < [Vl + [r 7 mP < [ Ve + [bllup i [ fml

— le dernier terme est traité en deux morceaux :

1
/T|b.Veh| InAm,| < —/ T|b.Veh|2+772/T\A7rh|2
K 4 Jk K

1
Z/ T|b.Veh|2+||b||Suph3/ | Ara 2
K K

IN

car |b(z)|h >net 7= \b(};)l’ donc 792 < |b(z)| k3. Par ailleurs :

1
—/ T|b.Veh|2+/ 7|b. Vi |?
4 Jr K

1
1/ T|b.veh|2+h”b”sup/ ‘Vﬁh|2
K K

IN

/T |bVeh| |bV7Th|
K

IN
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En sommant sur toute la triangulation et en regroupant tout le matériau ci-dessus, on obtient donc :

3n _
1 ||V€h||%2(9) < [|bllsup ~ ||7Th||%2(sz) + (4 R [|bllsup) ||V7Th||%2(sz) + [[bllsup 7° ||A7Th||%2(sz)-

En utilisant (22), on en déduit (33), i.e.
Dllsup P
I9erll 2y < O 1+ === lull sy

, : . 1Bllsup B
Réponse a la Question 2.13 Quand ——————
Pestimation (33) est bien meilleure que 'estimation (25). Il y a donc intérét a employer la seconde formulation qui
permettra (et ceci est confirmé par la pratique), d’obtenir une meilleure approximation & un coiit quasiment identique.

¢

&

est grand devant 1, son carré est tres grand devant lui, donc

FIN DU CORRIGE//
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