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Problème 1 - Estimation d’erreur a posteriori

1) La formulation variationnelle consiste à déterminer

u ∈ X := {v ∈ H1(Ω) : v = 0 sur ΓD}

tel que quel que soit v ∈ X, ∫
Ω

∇u · ∇v dx =
∫

Ω

fv dx+
∫

ΓN

gv ds.

D’après le théorème de Lax-Milgram, cette formulation variationnelle admet une solution unique. La coer-
civité de la forme bilinéaire découle de l’inégalité de type Poincaré rappelée dans l’énoncé.

2)

a. La formulation variationnelle est identique à celle obtenue précédemment, quitte à remplacer f par
f(h) et g par g(h).

b. Pour tout v ∈ X, on a∫
Ω

(∇u−∇u(h)) · ∇v dx =
∫

Ω

(f − f(h))v dx+
∫

ΓN

(g − g(h))v ds.

En choisissant v = u−u(h), on en déduit en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le Théorème de trace
que ∫

Ω

|∇u−∇u(h)|2 dx ≤ C‖u− u(h)‖H1(Ω)(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(Γn)).

D’après l’inégalité de type Poincaré rappelé dans l’énoncé, il vient

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ C(‖f − f(h)‖L2(Ω) + ‖g − g(h)‖L2(Γn)).

c. Soit T un triangle du maillage. On note a0, a1 et a2 ses sommets et AT la matrice (a1 − a0|a2 − a0).
L’application affine FT (x) = ATx+ a0 est telle que T = FT (T0).
On utilise la norme matricielle subordonnée à la norme euclidienne. On a

‖AT ‖ = sup
‖x‖≤1

‖ATx‖.

Soit B0 la boule inscrite dans T0 de rayon ρ0 et de centre x0. On a

‖AT ‖ = ρ−1
0 sup

‖x‖≤ρ0

‖ATx‖ = ρ−1
0 sup

‖x−x0‖≤ρ0

‖ATx−ATx0‖ = ρ−1
0 sup

x∈B0

‖FT (x)− FT (x0)‖.
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Comme B0 est incluse dans T0, on en déduit que pour tout x ∈ B0, FT (x) appartient à T . Ainsi ‖FT (x)−
FT (x0‖ ≤ hT et

‖AT ‖ ≤ hT /ρ0.

Réciproquement, on a
‖A−1

T ‖ ≤ hT0/ρT ,

où ρT est le diamètre du cercle inscrit dans T . Le maillage étant régulier, le diamètre du cercle inscrit dans
T est du même ordre de grandeur que le diamètre du triangle T . Ainsi,

‖A−1
T ‖ ≤ Ch−1

T ,

d. D’après l’inégalité de Poincaré-Wirtinger, pour toute fonction ϕ ∈ H1(T0), on a∫
T0

|ϕ−m(ϕ)|2 dx ≤
∫

T0

|∇ϕ|2 dx;

On pose ψ = ϕ ◦ F−1
T . On a ∇ψ(y) = A−1

T ∇ϕ. En effectuant un changement de variable dans l’inégalité
précédente, on en déduit que∫

T

|ψ −m(ψ)|2|detAT |−1 dy ≤
∫

T

|AT∇ψ|2|detAT |−1 dy,

soit ∫
T

|ψ −m(ψ)|2 dy ≤
∫

T

|AT∇ψ|2 dy.

D’après la question précédente, ‖AT ‖ ≤ ChT (où C est une constante indépendante de hT ) et∫
T

|ψ −m(ψ)|2 dy ≤ |hT |2
∫

T

|∇ψ|2 dy.

En appliquant cette inégalité à ψ = f , on en déduit que∫
T

|f − f(h)|2 dx ≤ |hT |2
∫

T

|∇f |2 dx.

e. Un raisonnement similaire nous permet d’établir que∫
E

|g − g(h)|2 ≤ Ch2
E

∫
E

|∇g|2.

En combinant cette inégalité avec celles obtenues aux questions b et d, il vient

‖u− u(h)‖H1(Ω) ≤ Ch(‖∇f‖L2(Ω) + ‖∇g‖L2(ΓN )).

3) Il suffit d’appliquer le Théorème de Lax-Milgram pour obtenir l’existence d’une unique solution au
problème discrétisé (3).

4)
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a. Un élément fini P1 est déterminé de manière unique par ses valeurs aux nœuds du maillage. La
définition de Ih détermine pour tout ϕ un élément fini P1 Ih(ϕ), car elle précise sa valeur en tous les nœuds
du maillage. De plus, comme Ih(ϕ) s’annule sur ΓD, il appartient à Xh.

b. La famille de maillages Th étant supposée régulière, l’angle formé par deux cotés d’un triangle T ∈ Th

est borné inférieurement, indépendamment de h. Notons θmin > 0 cette borne inférieure. Un sommet x du
maillage ne peut pas appartenir à plus de 2π/θmin triangles du maillage et

|Card{T ∈ Th ; T ⊂ ωx}| ≤ 2π/θmin

L’ouvert ωx est inclus dans la boule centrée en x de rayon maxT ′⊂ωx
hT ′ . Ainsi, il suffit de prouver que pour

tout triangle T du maillage inclus dans ωx, on a

max
T ′⊂ωx

hT ′ ≤ ChT .

En fait, il suffit de montrer que le rapport hT1/hT2 entre deux triangles possédant une arête commune est
borné par une constante c0. On en déduit alors, en raisonnant de proche en proche que

max
T ′⊂ωx

hT ′ ≤ (c0)m−1hT ,

où m = supx |Card{T ∈ Th ; T ⊂ ωx}|. Soit E l’arête commune à T1 et T2 le maillage étant régulier, hT1/hE

et hE/hT2 sont tous deux majorés indépendamment de h. Il en est donc de même pour hT1/hT2 .

c. Nous allons prouver que pour tout entier n il existe une constante Cn telle que pour tout sommet x du
maillage appartenant à n triangles distincts du maillage (c’est à dire tel que n = |Card{T ∈ Th ; T ⊂ ωx}|),
on a

‖v − πxv‖L2(ωx) ≤ Cn(diam(ωx))‖∇v‖L2(ωx).

Étant donné que n est majoré par m, on en déduit alors que

‖v − πxv‖L2(ωx) ≤ sup
n≤m

Cn(diam(ωx))‖∇v‖L2(ωx).

On suppose pour simplifier que x n’est pas un élément du bord du maillage (dans le cas contraire, on peut
aisément adapter le raisonnement qui suit).

Soit ωn un polygône régulier de diamètre 1, centré à l’origine. On décompose ωn en n triangles notés
Ti (i = 1, · · · , n). Soit F un difféomorphisme, de déterminant positif, de ωn dans ωx, continue, dont la
restriction à chacun des triangles Ti est affine, tel que F (0) = x et tels que F (Ti) soit un triangle du maillage
Th (une telle application existe et est définie à une rotation de 2kπ/n près (k = 1, · · · , n) du polygône ωn).
D’après l’inégalité (6) de l’énoncé, il existe Cn tel que pour tout v ∈ H1(ωx),

‖v − πxv‖2
L2(ωx) ≤ Cn

max detF
mindetF

‖∇F‖2‖∇ϕ‖2
L2(ωx).

Or max detF = maxK∈ωx(n|K|/|ωn|), min detF = minK∈ωx(n|K|/|ωn|) et

‖∇F‖ = max
‖y‖=ρn

‖Fy‖/ρn ≤ hT /ρn,

où ρn est le diamètre du cercle circonscrit des triangles Ti. On obtient donc la majoration recherchée suivante

‖v − πxv‖2
L2(ωx) ≤ Cn

max |K|
min |K|

h2
T /ρn‖∇ϕ‖2

L2(ωx).
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d. L’ensemble des polynômes de degré inférieur ou égale à un étant un espace de dimension fini, les
normes ‖p‖L∞(T0) et ‖p‖L2(T0) sont équivalentes. Il existe donc des constantes C1 et C2 telles que

‖p‖L∞(T0) ≤ C1‖p‖L2(T0)

et
‖p‖L2(T0) ≤ C1‖p‖L∞(T0).

Soit T un triangle quelconque de R2 et F une application affine, difféomorphisme de T0 vers T . Pour tout
polynôme p de degré au plus un, on pose p̂ = p ◦F−1. p̂ est également un polynôme de degré au plus un sur
R2, et d’après les inégalités précédente,

‖p̂‖L∞(T0) ≤ C1‖p̂‖L2(T0) (1)

et
‖p̂‖L2(T0) ≤ C2‖p̂‖L∞(T0). (2)

Or
‖p̂‖L∞(T0) = ‖p‖L∞(T )

et
‖p̂‖2

L2(T0)
=
∫

T

|p|2|det∇F |−1 = |T |−1‖p‖2
L2(T )/2.

Ainsi, d’après (1), on obtient
‖p‖L∞(T ) ≤ C1|T |−1/2‖p‖L2(T )/

√
2

et d’après (1),
‖p‖L2(T ) ≤ C2

√
2|T |1/2‖p‖L∞(T ).

e. Soit ϕ ∈ X, on a

(ϕ− Ihϕ)T =
∑

x∈N (T )

(ϕ− Ih(ϕ)(x))φx. =
∑

x∈N (T )

(ϕ− πxϕ)φx.

Ainsi,
‖ϕ− Ihϕ‖L2(T ) ≤

∑
x∈N (T )

‖ϕ− πxϕ‖L2(T )

Ainsi, d’après la question 4.c., il vient

‖ϕ− Ihϕ‖L2(T ) ≤ C
∑

x∈N (T )

(diamωx)‖∇ϕ‖L2(ωx) ≤ ChT ‖∇ϕ‖L2(eωT ). (3)

(Pour obtenir cette dernière inégalité, on utilise le fait que, le maillage étant régulier, le diamètre des ouvert
ωx est du même ordre de grandeur que hT ).

On effectue un raisonnement similaire pour majorer ‖ϕ − Ihϕ‖L2(E). Tout d’abord, on montre, en
effectuant un raisonnement identique à celui effectué à la question 4.c. qu’il existe un constante C telle que
pour toute arête E du maillage, tout sommet x de E et toute fonction v ∈ H1(ωx), on a

‖v − πxv‖L2(E) ≤ Ch
1/2
E ‖∇ϕ‖L2(ωx).
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‖ϕ− Ihϕ‖L2(E) ≤
∑

x∈N (E)

|ϕ(x)− πxϕ|‖φx‖L2(E). (4)

Soit ϕ ∈ X, on a

(ϕ− Ihϕ)E =
∑

x∈N (E)

(ϕ− Ih(ϕ)(x))φx. =
∑

x∈N (E)

(ϕ− πxϕ)φx.

Ainsi,
‖ϕ− Ihϕ‖L2(E) ≤

∑
x∈N (E)

‖ϕ− πxϕ‖L2(E)

Ainsi, d’après (4), il vient

‖ϕ− Ihϕ‖L2(E) ≤ C
∑

x∈N (E)

h
1/2
E ‖∇ϕ‖L2(ωx) ≤ Ch

1/2
E ‖∇ϕ‖L2(eωE). (5)

5) Soit v ∈ X. On a ∫
Ω

∇uh · ∇v =
∑

T∈Th

∫
T

∇uh · ∇v

Sur chaque triangle T , uh est régulier, on peut donc effectuer l’intégration par partie∫
T

∇uh · ∇v = −
∫

T

∆uhv +
∫

∂T

(∇uh|T · nT )v,

où nT est la normale extérieure qu triangle T . La restriction de uh à tout triangle T du maillage étant affine,
∆uh = 0 sur T . On en déduit que∫

Ω

∇uh · ∇v =
∑

E∈Eh,N

∫
E

nE · ∇uhv +
∑

E∈Eh,Ω

∫
E

(∇uh|T1 · nT1 +∇uh|T2 · nT2)v.

Sans perte de généralité, on peut supposer que nE = nT1 . On a alors Or ∇uh|T1 = limt→0+ ∇uh(x − tnE)
et ∇uh|T1 = limt→0+ ∇uh(x+ tnE). Ainsi,

∇uh|T1 · nT1 +∇uh|T2 · nT2 = lim
t→0+

∇uh(x− tnE) · nE −∇uh(x+ tnE) · nE = −[∇uh · nE ]E .

Ainsi, ∫
Ω

∇uh · ∇v =
∑

E∈Eh,N

∫
E

nE · ∇uhv −
∑

E∈Eh,Ω

∫
E

[∇uh · nE ]Ev

et ∫
Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v

=
∑

T∈Th

∫
T

f(h)v +
∑

E∈Eh,N

∫
E

(g(h)− nE · ∇uh)v +
∑

E∈Eh,Ω

[nE · ∇uh]v. (6)
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6) Pour tout vh ∈ Xh, on a ∫
Ω

f(h)vh +
∫

ΓN

g(h)vh =
∫

Ω

∇uh · ∇vh.

Ainsi, pour tout v ∈ X, on a∫
Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v =
∫

Ω

f(h)(v − vh) +
∫

ΓN

g(h)(v − vh)−
∫

Ω

∇uh · ∇(v − vh).

D’après l’égalité établie à la question précédente, suite à l’application de l’inégalité de Cauchy-Schwarz, il
vient∫

Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤
∑

T∈Th

‖f(h)‖L2(T )‖v − vh‖L2(T )

+
∑

E∈Eh,N

‖g(h)− nE · ∇uh‖L2(E)‖v − vh‖L2(E) +
∑

E∈Eh,Ω

‖[nE · ∇uh]E‖L2(E)‖v − vh‖L2(E).

En appliquant cette majoration à vh = Ih(v) ainsi que les estimations (3) et (5), on obtient∫
Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C

( ∑
T∈Th

‖f(h)‖L2(T )hT ‖v‖H1(eωT )

+
∑

E∈Eh,N

‖g(h)− nE · ∇uh‖L2(E)h
1/2
E ‖v‖H1(eωE) +

∑
E∈Eh,Ω

‖[nE · ∇uh]E‖L2(E)h
1/2
E ‖v‖H1(eωE)

)
et

∫
Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C

∑
T∈Th

‖v‖H1(eωT )2 +
∑

E∈Eh,N

‖v‖2
H1(eωE) +

∑
E∈Eh,Ω

‖v‖2
H1(eωE)

1/2

∑
T∈Th

‖f(h)‖2
L2(T )h

2
T +

∑
E∈Eh,N

‖g(h)− nE · ∇uh‖2
L2(E)hE +

∑
E∈Eh,Ω

‖[nE · ∇uh]E‖2
L2(E)hE

1/2

Enfin, comme chaque triangle T du maillage appartient à un nombre uniformément borné (par rapport à h)
d’ouverts ω̃T et ω̃E , on en déduit que∫

Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v −
∫

Ω

∇uh · ∇v ≤ C‖v‖H1(Ω)

( ∑
T∈Th

‖f(h)‖2
L2(T )h

2
T

+
∑

E∈Eh,N

‖g(h)− nE · ∇uh‖2
L2(E)hE +

∑
E∈Eh,Ω

‖[nE · ∇uh]2L2(E)hE

)1/2

.

7) Il suffit de constater que pour tout v ∈ X, on a∫
Ω

f(h)v +
∫

ΓN

g(h)v =
∫

Ω

∇u(h) · ∇v.
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Ainsi, d’après la question précédente,∫
Ω

∇(u(h)− uh) · ∇v ≤ C‖v‖H1(Ω)

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

où

ηT =
{
h2

T ‖fT ‖2
L2(T ) +

1
2

∑
E∈Eh,Ω∩E(T )

hE‖[nE · ∇uh]E‖2
L2(E)

+
∑

E∈Eh,N∩E(T )

hE‖gE − nE · ∇uh‖2
L2(E)

}1/2

, (7)

et E(T ) est l’ensemble des arêtes du triangle T . En appliquant cette estimation à v = u(h) − uh et en
utilisant l’inégalité de type Poincaré

‖w‖2
H1(Ω) ≤ C

∫
Ω

|∇w|2,

pour tout w ∈ X, on obtient

‖u(h)− uh‖H1(Ω) ≤ C

(∑
T∈Th

η2
T

)1/2

.

8)

a. La fonction bT est continue, car λ1(x)λ2(x)λ3(x) est nul sur le bord du triangle T . On a

max
x∈T

bT (x) = max
λ∈K

27λ1λ2λ3,

où
K = {λ ∈ R3 : λi ≥ 0 et λ1 + λ2 + λ3 = 1}.

Le maximum de bT ne peut être atteint en un point tel que l’une des coordonnées de λ s’annule. D’après les
conditions d’optimalité du premier ordre, il existe donc un réel µ tel que

27λ2λ3 = 27λ1λ2 = 27λ1λ3 = µ

(les contraintes de type λi ≥ 0 sont inactives). Il s’en suit que λ1 = λ2 = λ3 = 1/3 et

max
x∈T

bT (x) = 1.

b. D’après la formule de quadrature (6.43) du cours,∫
T

λ1λ2λ3 = |T |1!1!1!2!/5! = |T |/60.

Ainsi, ∫
T

bT =
27
60
|T | = 9

20
|T |.

Le maillage étant régulier, |T | est du même ordre de grandeur que h2
T .
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c. Soit FT une application affine telle que FT (T0) = T . On a bT ◦ FT = bT0 et

‖bT ‖2
L2(T0)

=
∫

T0

|bT0 |2|det∇FT | = |det∇FT |‖bT0‖2
L2(T0)

(8)

De plus, ∇bT = ∇F−1
T ∇bT0 et

‖∇bT ‖2
L2(T ) =

∫
T0

|∇F−1
T ∇bT0 |2|det∇FT | ≤ |det∇FT |‖∇F−1

T ‖‖∇bT0‖2
L2(T0)

(9)

Ainsi,
‖∇bT ‖L2(T ) ≤ C‖∇F−1

T ‖‖bT ‖L2(T ).

On conclut en notant que ‖∇F−1
T ‖ = max‖Fx‖=ρT

‖x‖/ρ(T ) ≤ hT0/ρT ≤ Ch−1
T

9)

a. Par intégration par partie, la restriction de uh à T étant affine et bT étant nul sur le bord de T , on a∫
T

∇uh · ∇bT = 0.

De plus, d’après le problème variationnel vérifié par u(h), on a∫
T

∇u(h) · ∇bT =
∫

T

fT bT .

Ainsi, ∫
T

∇(u(h)− uh) · ∇bT =
∫

T

fT bT .

b. Comme
∫

T
bT = 9|T |/20, on a

9|T ||fT |/20 =
∫

T

∇(u(h)− uh) · ∇bT ≤ ‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )‖∇bT ‖L2(T ).

Or ‖∇bT ‖L2(T ) ≤ Ch−1
T ‖bT ‖L2(T ) ≤ Ch−1

T |T |1/2. Ainsi,

|T ||fT | ≤ C‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )h
−1
T |T |1/2.

et
|T |1/2|fT | ≤ C‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )h

−1
T .

On en déduit que
‖fT ‖2

L2 = |fT |2|T | ≤ C‖∇(u(h)− uh)‖2
L2(T )h

−2
T .

10)
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a. La fonction bE est continue sur chaque triangle. De plus, on a continuité le long de chaque arête: bE
nulle sur le bord de T1 ∩ T2 égale à 4λ1(x)λ2(x) sur l’arête E. Elle est donc continue. On a

max
x∈T1∪T2

bE(x) = max
0≤λ≤1

4λ(1− λ) = 1.

b. D’après la formule (6.43) du cours, pour tout T ∈ ωE ,∫
T

bE =
∫

T

4λ1λ2 = 4|T |2!/4! = |T |/3.

Enfin, comme le maillage est régulier, |T | est du même ordre de grandeur que h2
E .∫

E

bE =
∫ 1

0

4s(1− s)hEds = 4hE(1/2− 1/3) = 2hE/3.

c. Le même raisonnement que celui effectué à la question 8.c s’applique et permet d’obtenir que

‖∇bE‖L2(T ) ≤ Ch−1
E ‖bE‖L2(T ).

11)

a. Par intégration par partie,∫
ωE

∇uh · ∇bE =
∑

T⊂ωE

∫
T

∇uh · ∇bE = −
∫

E

[nE · ∇uh]EbE .

De plus, d’après le problème variationnel vérifié par u(h),∑
T⊂ωE

∫
T

f(h)bE =
∫

ωE

∇u(h) · ∇bE .

Ainsi, ∫
E

[nE · ∇uh]EbE =
∫

ωE

∇(u(h)− uh) · ∇bE −
∑

T⊂ωE

∫
T

f(h)bE .

b. D’après la question précédente, on a

|[nE · ∇uh]E |
∫

E

bE ≤
∑

T∈ωE

‖f(h)‖L2(T )‖bE‖L2(T ) + ‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )‖∇bE‖L2(T )

Et d’après 10.c,

|[nE · ∇uh]E |
∫

E

bE ≤
∑

T∈ωE

(
‖f(h)‖L2(T ) + Ch−1

E ‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )

)
‖bE‖L2(T )

Or ‖bE‖L2(T ) ≤ ChE et
∫

E
bE = 2hE/3. Ainsi,

|[nE · ∇uh]E |hE ≤ C
∑

T∈ωE

(
‖f(h)‖L2(T ) + h−1

E ‖∇(u(h)− uh)‖L2(T )

)
hE .

On obtient la majoration souhaitée en divisant cette inégalité par h1/2
E .
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c. On a prouvé à la question 9.a que pour tout triangle T ,

hT ‖fT ‖L2(T ) ≤ C‖u(u)− uh‖H1(T )

Comme hT et hE sont du même ordre de grandeur, il s’en suit que

h
1/2
E ‖fT ‖L2(T ) ≤ Ch

−1/2
E ‖u(u)− uh‖H1(T ).

D’après la question 11.b , on a donc

‖[nE · ∇uh]E‖L2(E) = h
1/2
E |[nE · ∇uh]E | ≤ C

∑
T∈ωE

h
−1/2
E ‖∇(u(h)− uh)‖L2(T ).

12)

a. Par intégration par partie, ∫
ωE

∇uh · ∇bE =
∫

E

nE · ∇uhbE .

En utilisant la formulation vérifiée par u(h), on en déduit que∫
E

(gE − nE · ∇uh)bE =
∫

ωE

∇(u(h)− uh) · ∇bE −
∫

ωE

f(h)bE .

En effectuant exactement le même calcul que lors des questions 11.b et 11.c (quitte à remplacer −[nE ·∇uh]E
par gE − nE · ∇uh ), on obtient

‖gE − nE · ∇uh‖L2(E) ≤ Ch
1/2
E ‖u(h)− uh‖H1(ωE).

13) En utilisant les résultats obtenus aux questions 10.c, 11.c et 12.a, on en déduit que

η2
T ≤ C‖u(h)− uh‖2

H1(ωT ),

d’où ∑
T∈Th

η2
T ≤ C‖u(h)− uh‖2

H1(Ω).

L’estimation a posteriori est donc efficace.
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Problème 2 - Dynamique de Hellmann-Feynmann

Question 1.

1.a Comme E et y 7→ y(q) sont de classe C1, il est en de même de la fonction q 7→ V (q) = E(q, y(q)) et on a

∂V

∂qi
(q) =

∂E

∂qi
(q, y(q)) + 〈E′y(q, y(q)),

∂y

∂qi
(q)〉.

où E′y désigne la différentielle par rapport à y de la fonction E. Comme c′(y(q)) 6= 0, on peut appliquer
le théorème 10.2.8 : il existe λ ∈ R tel que

E′y(q, y(q)) + λc′(y(q)) = 0

Par ailleurs, c(y(q)) = 0 pour tout q ∈ Rd. En dérivant par rapport à qi, il vient

〈c′(y(q)), ∂y
∂qi

(q)〉 = 0.

En conséquence,

∂V

∂qi
(q) =

∂E

∂qi
(q, y(q)) + 〈E′y(q, y(q)),

∂y

∂qi
(q)〉 =

∂E

∂qi
(q, y(q))− λ〈c′(y(q)), ∂y

∂qi
(q)〉 =

∂E

∂qi
(q, y(q)).

D’où (14).

1.b La formule (14) permet de calculer les composantes de la force −∇V (q) à partir de y(q) sans avoir à
calculer les dérivées de y(q), ce que nécessiterait l’utilisation näıve de la règle de la châıne.

Question 2.

2.a Pour x ∈ Rn \ {0}, on pose φx(M) = x∗Mx
|x|2 . Il est clair que φx est une forme linéaire sur l’espace

vectoriel MS(n). De plus l’application trace est également une forme linéaire sur MS(n). Comme la
condition 0 ≤M ≤ In équivaut à 0 ≤ φx(M) ≤ 1 pour tout x ∈ Rn \ {0}, il vient

K =

( ⋂
x∈Rn

φ−1
x ([0, 1])

)⋂
Tr −1({p}).

Les ensembles φ−1
x ([0, 1]) et Tr −1({p}) étant fermés (en tant qu’images réciproques d’ensembles fermés

par une application continue) et une intersection quelconque d’ensembles fermés étant fermée, il en
résulte que K est fermé.

Soit M ∈ K, λ une valeur propre de M et x ∈ Rn \{0} un vecteur propre associé. Comme 0 ≤M ≤ In,
on a 0 ≤ x∗Mx ≤ |x|2. Or x∗Mx = λ|x|2. Donc 0 ≤ λ ≤ 1, ce qui implique que ‖M‖2 ≤ 1. Donc K
est borné.

La matrice diagonale par bloc M =
(
Ip 0
0 0n−p

)
est dans K. Donc K est non vide.
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Enfin, si M1 et M2 sont dans K et si θ ∈ [0, 1], alors la matrice θM1 + (1 − θ)M2 est symétrique,
Tr (θM1 + (1− θ)M2) = θTr (M1) + (1− θ)Tr (M2) = p, et

∀x ∈ Rn \ {0} , φx(θM1 + (1− θ)M2) = θφx(M1) + (1− θ)φx(M2) ∈ [0, 1].

Donc θM1 + (1− θ)M2 ∈ K, ce qui prouve que K est convexe.

2.b Posons Fq(M) = E(q,M). On a

Fq(M + P ) = Tr (H(q)(M + P )) +
1
2
‖M + P‖2

F = Fq(M) + Tr ((H(q) +M)P ) +
1
2
‖P‖2

F.

Donc 〈F ′q(M), P 〉 = Tr ((H(q) +M)P ) et F ′′q (M)(P, P ) = ‖P‖2
F.

Il en résulte

• que Fq est α-convexe sur MS(n) avec α = 1 (voir proposition 10.1.5 et exercice 10.1.9 du cours),
et qu’en conséquence (15) admet un unique point de minimum M(q) sur K (cf. théorème 9.2.6) ;

• que M(q) vérifie l’inéquation d’Euler (cf. théorème 10.2.1)

∀M ∈ K, 〈F ′q(M(q)),M −M(q)〉 ≥ 0,

ce qui s’écrit aussi

∀M ∈ K, Tr ((H(q) +M(q))M) ≥ Tr ((H(q) +M(q))M(q)).

2.c Comme ∇Fq(M) = H(q) +M , on reconnâıt dans

Mk+1 = ΠK (Mk − µ(H(q) +Mk))

l’algorithme du gradient à pas fixe avec projection. Or on sait que Fq est α-convexe avec α = 1. De
plus F ′q est Lipschizienne de constante de Lipschitz égale à 1. En effet

‖∇Fq(M1)−∇Fq(M2)‖F = ‖M1 −M2‖F.

Il résulte donc du théorème 10.5.8 que l’algorithme du gradient à pas fixe avec projection converge
pour tout 0 < µ < 2.

Question 3.

3.a Posons V = Rn et J(x) =
∑n

i=1 |xi − yi|2. L’ensemble Xad est un compact, convexe non vide de V et
la fonction J est α-convexe sur V . Le problème (18) admet donc un unique point de minimum x0.

On est dans le cadre d’application du théorème 10.2.19 avec N = 1, G(x) =
∑n

i=1 xi − p, M = 2n,
Fi(x) = −xi, Fi+n(x) = xi − 1. Les conditions d’optimalités s’écrivent donc

x0
i − yi + µ− λi + λi+N = 0, λj ≥ 0, 0 ≤ x0

i ≤ 1, λix
0
i = λi+N (x0

i − 1) = 0.

Pour chaque 1 ≤ i ≤ N , on a donc trois possibilités :

1. x0
i = yi − µ

12



2. x0
i = 0, auquel cas λi ≥ 0, λi+N = 0, et 0 = x0

i = yi − µ+ λi ≥ yi − µ

3. x0
i = 1, auquel cas λi = 0, λi+N ≥ 0, et 1 = x0

i = yi − µ− λi+N ≤ yi − µ.

Il en résulte que
x0

i = max(0,min(yi − µ, 1)).

Il reste à déterminer la valeur du multiplicateur de Lagrange µ. Comme
∑n

i=1 x
0
i = p, µ est nécessairement

solution de l’équation fy(µ) = p.

Notons que la fonction fy est continue et décroissante sur R, et telle que fy(−∞) = n, fy(+∞) = 0.
L’équation fy(µ) = p admet donc au moins une solution (ce qu’on savait déjà puisque (18) a un point
de minimum). Il est possible que f−1

y ({p}) soit un intervalle compact de R, mais dans ce cas chacun
des x0

i est égaal soit à 0, soit à 1, et la valeur de x0 est la même quel que soit le choix de µ dans cet
intervalle. On peut vérifier cela soit directement, soit en invoquant le théorème de Kuhn et Tucker,
qui s’applique ici car toutes les contraintes sont affines.

3.b Posons P̃ =

{
N = diag(N11, · · · , Nnn), 0 ≤ Nii ≤ 1,

n∑
i=1

Nii = p

}
.

Soit N ∈ P. Comme N ∈ ∆(n), N = diag(N11, · · · , Nnn) et la condition Tr (N) = p s’écrit∑n
i=1Nii = p. On a montré par ailleurs précédemment que toutes les valeurs propres d’un élément de

K étaient dans l’intervalle [0, 1]. Donc 0 ≤ Nii ≤ 1 pour tout i. Ceci prouve que N ∈ P̃.

Réciproquement, soit N ∈ P̃. Il est clair que N ∈ ∆(n) et que Tr (N) = p. Pour tout x ∈ Rn \ {0},

φx(N) =
∑n

i=1Nii|xi|2∑n
i=1 |xi|2

.

D’où 0 ≤ min1≤i≤nNii ≤ φx(N) ≤ max1≤i≤nNii ≤ 1, ce qui prouve que 0 ≤ N ≤ In. Donc
N ∈ ∆(n) ∩ K = P.

3.c Soit M ∈ MS(n) et N ∈ MS(n) définie par Nij = Mijδij . Il est clair que N ∈ ∆(n). De plus
M −N = Mij(1− δij) ∈ ∆(n)⊥. Donc N = Π∆(n)(M).

Soit M ∈ K et N = Π∆(n)(M). Comme Nij = Mijδij , on a déjà N ∈ ∆(n) et
∑n

i=1Nii =
∑n

i=1Mii =
Tr (M) = p. Soit ei est le vecteur de Rn dont la i-ème composante vaut 1 et dont toutes les autres
composantes sont nulles. Comme 0 ≤ M ≤ In, on a 0 ≤ e∗iMei ≤ |ei|2 = 1. Or Nii = Mii = e∗iMei.
D’où 0 ≤ Nii ≤ 1 pour tout i, ce qui montre que N ∈ P.

3.d Soit N ∈ ∆(n) une matrice diagonale. On a (N−Π∆(n)(ΠK(N))) ∈ ∆(n) et (ΠK(N)−Π∆(n)(ΠK(N))) ∈
∆(n)⊥. Donc

‖N −ΠK(N)‖2
F =

∥∥(N −Π∆(n)(ΠK(N))
)

+
(
Π∆(n)(ΠK(N))−ΠK(N)

)∥∥2

F

=
∥∥N −Π∆(n)(ΠK(N))

∥∥2

F
+
∥∥Π∆(n)(ΠK(N))−ΠK(N)

∥∥2

F
.

D’après la question précédente, Π∆(n)(ΠK(N)) ∈ K. Or ΠK(N) est caractérisé par ΠK(N) ∈ K et
‖N − ΠK(N)‖2

F = mineN∈K
‖N − Ñ‖2

F. Il en résulte que ΠK(N) = Π∆(n)(ΠK(N)), ce qui montre que

ΠK(N) ∈ ∆(n). Ainsi, ΠK(N) ∈ ∆(n) ∩ K = P.
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3.e Pour tout Ñ = diag(x1, · · · , xn) ∈ ∆(n),

‖N − Ñ‖2
F =

n∑
i=1

|xi −Nii|2.

Les éléments diagonaux de ΠK(N) peuvent donc être obtenus en résolvant le problème d’optimisation

min

{
n∑

i=1

|xi −Nii|2, 0 ≤ xi ≤ 1,
n∑

i=1

xi = p

}
.

Un algorithme de calcul de ΠK(N) est donc :

1. Chercher par dichotomie une solution µ∗ de l’équation fN (µ) = p où

fN (µ) =
n∑

i=1

max(0,min(Nii − µ, 1)).

Cette étape ne pose pas de difficulté car fN est continue et décroissante sur R et qu’on a
fN (min(Nii)− 1) = n et fN (max(Nii)) = 0.

2. Poser
ΠK(N) = diag(max(0,min(N11 − µ∗, 1)), · · ·max(0,min(Nnn − µ∗, 1))).

3.f Soit U ∈M(n) une matrice orthogonale et KU = U∗KU . Soit M̃ ∈ KU et M ∈ K tel que M̃ = U∗MU .
On a M̃∗ = (U∗MU)∗ = U∗M∗U = U∗MU = M̃ , Tr (M̃) = Tr (U∗MU) = Tr (UU∗M) = Tr (M) = p

et pour tout x ∈ Rn \ {0}, φx(M̃) = x∗(U∗MU)x
|x|2 = (Ux)∗M(Ux)

|Ux|2 = φUx(M). Donc 0 ≤ φx(M̃) ≤ 1. On

a donc bien M̃ ∈ K et donc KU ⊂ K.

Ceci étant vrai pour tout matrice orthogonale U , on a en particulier KU∗ ⊂ K. Par suite K =
U∗KU∗U ⊂ U∗KU = KU ⊂ K. Finalement KU = K.

3.g Si M ∈MS(n) et M̃ ∈MS(n), on a pour toute matrice unitaire U ∈M(n),

‖U∗MU − U∗M̃U‖2
F = ‖U∗(M − M̃)U‖2

F = Tr (U∗(M − M̃)UU∗(M − M̃)U)

= Tr ((M − M̃)2) = ‖M − M̃‖2
F.

Comme U∗KU = K, on a U∗ΠK(M)U ∈ K et

‖U∗MU − U∗ΠK(M)U‖2
F = ‖M −ΠK(M)‖2

F = minfM∈K
‖M − M̃‖2

F

= minfM∈K
‖U∗MU − U∗M̃U‖2

F

= min
Q∈U∗KU

‖U∗MU −Q‖2
F = min

Q∈K
‖U∗MU −Q‖2

F.

En conséquence ΠK(U∗MU) = U∗ΠK(M)U . Pour calculer ΠK(M), on peut donc

1. Diagonaliser M dans une base orthogonale, i.e. exhiber une matrice orthogonale U ∈M(n) telle
que N = U∗MU ∈ ∆(n).
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2. Calculer ΠK(N) en utilisant l’algorithme construit à la question 3.e.

3. Calculer ΠK(M) par la formule ΠK(M) = UΠK(N)U∗.

Question 4.

4.a U est une matrice orthogonale et M(q) ∈ K. Il découle donc du résultat de la question 3.f que
U∗M(q)U ∈ K. En utilisant le résultat de la question 3.c, on obtient N(q) = Π∆(n)(U∗M(q)U) ∈ P.

Comme S(q) = UD(q)U∗, l’inéquation d’Euler s’écrit

∀M ∈ K, Tr (UD(q)U∗M) ≥ Tr (UD(q)U∗M(q)),

soit
∀M ∈ K, Tr (D(q)U∗MU) ≥ Tr (D(q)U∗M(q)U)

soit encore
∀M̃ ∈ KU = K, Tr (D(q)M̃) ≥ Tr (D(q)U∗M(q)U).

Etant donné que P ⊂ K, on a donc aussi

∀N ∈ P, Tr (D(q)N) ≥ Tr (D(q)U∗M(q)U).

En notant que D(q) ∈ ∆(n) et que N(q) = Π∆(n)(U∗M(q)U), on obtient

Tr (D(q)U∗M(q)U) = (D(q), U∗M(q)U)F = (D(q), N(q))F = Tr (D(q)N(q)).

Finalement,
∀N ∈ P, Tr (D(q)N) ≥ Tr (D(q)N(q)).

4.b L’ensemble P est un polyèdre puisque c’est l’intersection des 2n + 2 demi-espaces de ∆(n) définis par
Nii ≥ 0, 1−Nii ≥ 0,

∑n
i=1Nii − p ≥ 0 et p−

∑n
i=1Nii ≥ 0.

Notons Pe l’ensemble des éléments de P dont p coefficients diagonaux sont égaux à 1, les n− p autres
coefficients diagonaux étant égals à 0. Nous allons montrer que Pext = Pe.

Soit N ∈ P \ Pe. Tous les coefficients diagonaux de N ne sont pas dans l’ensemble {0, 1}. Sinon, la
contrainte Tr (N) = p contredirait le fait que N /∈ Pe. Comme par ailleurs, p ∈ N, au moins deux
coefficients diagonaux de N sont dans ]0, 1[. Soit donc 1 ≤ i1 < i2 ≤ n tel que 0 < Ni1i1 < 1 et
0 < Ni2,i2 < 1. Soit N±

ε ∈ Rn obtenu à partir de N en remplaçant Ni1i1 par Ni1i1 ± ε et Ni2i2 par
Ni2i2 ∓ ε. Il est clair que pour ε > 0 assez petit N±

ε ∈ P, N+
ε 6= N−

ε et N = 1
2 (N+

ε +N−
ε ). Donc

N /∈ Pext.

Réciproquement soit N ∈ Pe, P ∈ P, Q ∈ P avec P 6= Q et θ ∈ [0, 1] tel que N = θP + (1− θ)Q. Soit
1 ≤ i ≤ n tel que Pii 6= Qii. Il vient θPii + (1 − θ)Qii ∈ {0, 1}. Comme 0 ≤ Pii ≤ 1, 0 ≤ Qii ≤ 1,
Pii 6= Qii et θ ∈ [0, 1], on a nécessairement θ ∈ {0, 1}. Donc N ∈ Pext.

Le cardinal de l’ensemble Pext est donc égal à
(
n
p

)
.
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La fonction N 7→ Tr (D(q)N) est linéaire. Son minimum sur le polyèdre convexe P est donc atteint
en l’un des points extrémaux de P. Donc

Tr (D(q)N(q)) = min
N∈P

Tr (D(q)N) = min
N∈Pext

Tr (D(q)N) = min
1≤i1≤···≤ip≤n

p∑
j=1

εij (q) =
p∑

j=1

εj(q).

4.c Si εp(q) < εp+1(q) l’unique point de minimum sur P de la fonction N 7→ Tr (D(q)N) est le point extrémal

N0 =
(
Ip 0
0 0n−p

)
.

Donc N(q) = N0. D’où
M(q) = UN(q)U∗.

On pourra remarquer que

M(q) =
p∑

i=1

xi(q)xi(q)∗

où (x1(q), · · · , xn(q)) est une base orthonormale de vecteurs propres de M(q) telle que pour tout
1 ≤ i ≤ n, S(q)xi(q) = εi(q)xi(q).
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