ECOLE POLYTECHNIQUE
Analyse numérique et optimisation (M AP431)
Controle classant
Lundi 30 juin 2008

Durée : 4 heures

Les deux problémes sont totalement indépendants et a rédiger sur des copies de couleurs distinctes.

Probléeme 1 - Estimation d’erreur a posteriori (Copies roses, noté sur 12)

Remarque: Les parties “Estimation a posteriori” (questions 4 a 8) et “Efficacité” (questions 9 a 13) peuvent
étre traitées indépendamment. De plus, ces deux parties ne dépendent que de la question 2.a. de la partie
“Formulation variationnelle et approximation”. Tout au long de ce probleme, C' est une constante générique
(elle ne désigne pas la “méme” constante d’une question & 'autre).

Soit € un ouvert polygonal borné connexe de R?. On suppose que sa frontiere I' = 02 se décompose en
deux parties I'p et I'y telles que I'p soit de mesure non nulle. On considere le probleme aux limites suivant

—Au=f dans
u=0 sur'p (1)
% =g surly
ot f € L*() et g € L?(I'y). L'objet de ce probléeme consiste & estimer l'erreur effectuée lors du calcul
d’une approximation uy de u par la méthode des éléments finis IP; en fonction non pas de la solution u du
probléme au limite (qui est inconnue) mais des données f, g et £ ainsi que de la solution u; du probleme
discrétisé.

Formulation variationnelle et approximation

1) Déterminer la formulation variationnelle vérifiée par la solution du probléme aux limites (1) et montrer
que ce probléeme admet une solution unique. On admettra le résultat du cours (cf. remarque du poly, p.73)
qui affirme qu’il existe une constante C' dépendant uniquement de Q2 et de I'p telle que

lull32(0y < ClIVul3a gy pour tout u € X,

X :={u € H'(Q) tel que u(x) = 0 presque partout sur I'y}.

2) Soit 7;, une suite de maillages réguliers de € (voir cours, définition 6.3.11). On note &, l'ensemble des
arétes du maillage et on suppose que toute aréte du maillage appartenant au bord du domaine I" est incluse
soit dans I'y, soit dans I'p. On note &, n les arétes du maillage incluses dans I'y, £, p les arétes incluses
dans I'p et &, o les arétes du maillage incluses dans (2.

gh’Q = {Eeé’h : ECQ},

Ewn={E€é& : ECTy}; &p={F€& : ECIp}



On introduit les fonctions f(h) (respectivement g(h)), approximations de f (respectivement de g), con-
stantes par morceaux sur chaque triangle T' de 7, (respectivement sur chaque aréte E de &, n), définies
par

F(0)(a) = fr o= 1717 [ f)dy pour tont « € 7 (2)
et
9(0)(w) = g = el [ glu)dy pour tont € B, (3)

ou [T est I'aire du triangle T et hg la longueur de laréte E.
On note u(h) la solution du probléme aux limites

u(h) = ()) sur I'p (4)

a. Déterminer la formulation variationnelle vérifiée par u(h) et établir qu’elle admet une solution unique.

b. Montrer qu’il existe une constante C' ne dépendant que de €2 et de I'p telle que
lu = u(h)[[gr ) < CULS = F(W)lL2@) + lg — g(M) L2 w))-
c. Soit Ty le triangle de référence défini par
Ty = {x = (x1,22) € R? tel que 1 >0, 29 >0, et z; + x5 < 1}.

Montrer que pour tout triangle 7' du maillage, il existe A7 matrice 2 x 2 et by € R? tels que T = Fr(Tp) ou
Fr est Papplication affine définie par Fr(x) = Apx + by. Prouver qu'il existe une constante C' indépendante
de h telle que pour tout triangle T' du maillage on ait

|Ar|| < Chr,

ou hr est le diametre du triangle T'. (c.f. poly, page 126 pour un rappel de la définition du diametre de T'.)
Indication : La propriété a démontrer est indépendante de la norme matricielle considérée. On pourra
par exemple établir ce résultat pour la norme matricielle subordonnée a la norme vectorielle euclidienne,
voir poly p.131. Dans ce cas, C = p;ol ou pr, est le diametre du cercle inscrit dans Tp).

De méme, monter qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que

IAZ* ]| < Chz.

d. On rappelle que I'inégalité de Poincaré-Wirtinger assure que si w est un domaine borné régulier (note:
les coins sont autorisés), il existe une constante C,, ne dépendant que de w telle que pour tout f € H'(w),

on a
[r=mnp<c. [ vse,

o m(f) est la moyenne de f sur w (c.f. poly, equation (5.28)). En appliquant I'inégalité de Poincaré-
Wirtinger au triangle de référence Ty, montrer, en effectuant un changement de variable approprié, qu’il



existe une constante C' (indépendante de h) telle que pour tout triangle 7" du maillage et toute fonction
f€HY (Q),ona

[1r-sap<cn [ vre.
T T

On rappelle que At est le diametre du triangle T

e. Montrer que si g € H*(I'y), il existe une constante C' indépendante de h et de g telle que pour toute

aréte B € &, N,
[ la =g <cn [ 1vgP
E E

En déduire que si f € HY(Q) et g € H(T'y), alors u(h) converge vers u lorsque h tend vers zéro et donner
une estimation de Uerreur |lu — u(h)| g1 (q)-

3) On note X}, l'espace des éléments finis P; de 7}, s’annulant sur I'p
Xy :={veCQ) : vyr € Py pour tout triangle T’ € 7, v =0sur I'p}.

Soit up, € Xp, la solution du probléeme variationnel

/Q Vun - Voy = / F(hyon + / g (5)

pour tout v, € Xp. Montrer que (5) admet une solution unique.

Estimation a posteriori

On souhaite déterminer une majoration de 'erreur |lup —u(h)|| g1 (o) en fonction de uy, et des données du
probléme (ol uy, est la solution du probléme (5) et u(h) du probleme (4)). Pour chaque aréte E du maillage,
on note ng sa normale unitaire. On oriente ng de maniere arbitraire, sauf pour les éléments de &, y pour
lesquels on suppose que ng coincide avec la normale extérieure & €. On note N}, I'ensemble des nceuds du
maillage. Pour chaque triangle 7" du maillage, on note N (T') I'ensemble de ses sommets. De plus, pour tout
nceud r € N}, du maillage, on note

Wy 1= U T,

zeN(T)

I'union des triangles du maillage dont 'un des sommet est le noeud z.

4) Soit x € Np,. Pour tout ¢ € X, on note m,¢ € R la moyenne de ¢ sur 'ouvert w,. On définit Iy,
Popérateur de X a valeurs dans X}, par

Inp(z) = (mp)(x) pour tout x € N \T'p

et
Inp(x) = 0 pour tout z € Nj, NTp.

a. Expliquer pourquoi la définition introduite permet de définir I, € X}, de maniére univoque.



b. Montrer qu’il existe un entier m indépendant de h tel que pour tout x, sommet du maillage,
Card{T' €7, ; T Cwz} <m

(On rappelle que 7}, est une suite de maillages réguliers). En déduire qu’il existe une constante C' indépendante
de h telle que pour tout sommet = et tout triangle 7" du maillage

T € w, = diam(w,) < Chr.

c. On peut généraliser le résultat obtenu a la question 2.e. Plus précisément, soit Q et  deux ouverts
bornés, réguliers et connexes de R? et F' une application continue et bijective de (2 vers €2, C ! par morceaux.
On admettra qu’il existe une constante C' ne dépendant que de €2 telle que pour tout ¢ € H()

max, e det(VF(i)) 7
< max [V F(@) V6 o )

min; ¢ det(VF(Z)) 2

le = 12171 [ ¢llaq <C
Q

Déduire de I'inégalité (6) et de la question 4.b qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que pour
tout sommet z du maillage et tout élément v € H!(w,), on a

o = vl (o) < Cldinm(w)) Vol z2(o -

Indication: Montrer que pour tout sommet = du maillage, w, est I'image d’un polygone régulier (dépendant
de x mais dont le nombre de coté est borné indépendamment de h et x) par une application affine par
morceaux.

d. Montrer qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que pour tout triangle T' du maillage
et tout p € P, on a
—-1/2
Ipll ooy < CITI7|Ipll 2y

et
Ipllz2(y < CITIM?|Ipll o (1)
e. Montrer que pour tout triangle T' € 7}, toute aréte E € &, et toute fonction ¢ € X, on a
e = Ingllr2(r) < Chrllellm @y
et s
le = Iz < ChEllelln @e),
ol

wr = U wy et Wg = U Wy

zEN(T) zEN(E)

et N(T) et N(E) désignent respectivement 1'ensemble des sommets de T' et E.
Indication: On pourra utiliser la relation (¢ — In@)|T = 3_,cpr(r) (¢ — Inp(2))da, Ol ¢y est la fonction de
base associée au nceud z du maillage.



5) Pour toute fonction ¢ € L?*(Q) dont la restriction ¢|r a chaque triangle T' € 7}, est continue et toute
aréte E € &, o, on note [p]g le saut de la fonction ¢ le long de laréte E définie pour tout = € E par

[Ple(r) = lim (p(z +tng) — @z - tng)).

t—0+

Montrer que pour tout v € X,

/Qf(h)v+/FN g(h)v—/QVuh-Vv

= Z/Tf(h)v—i— Z /E(g(h)—nE-Vuh)v+ Z ng - Vuplpv. (7)

TeT), Ec&n, N Ec&h.a

6) Déduire des deux questions précédentes et du probléme variationnel vérifié par uj, qu’il existe une
constante C telle que pour tout v € X, on a

/Q F(hyo + / athy - /Q wh-vwcnvnm(m{ > /T BRI 2

TGTh

1/2
S hllg(h) - n - VnlEa + Y hEHnE-Vuh]Eniz(E)} C®

Ecén,n E€én a

7) En conclure qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que
[u(h) = unlFie) < C Y (9)
TeT,

ou

1
wr={ sty X helline - Vulela
EGS;,/VQOS(T)

1/2
Y hEngE—nE-whniz(E)} . (10)
Eec&p, NnNE(T)

et £(T) est 'ensemble des arétes du triangle T'.

Efficacité

L’inégalité (9) nous permet de majorer l'erreur induite par l'utilisation de la méthode des éléments
finis P;. Cependant, il est naturel de se demander si la majoration obtenue n’est pas trop grossiere. Une
estimation a posteriori est dite efficace si I'erreur ||u(h) — un| g1(q) est du méme ordre de grandeur que
Pestimateur, c’est & dire (dans notre cas) s’il existe une constante C' > 0 indépendante de h telle que

C Y g < luh) — unlli o), (11)
TeT,

ou nr est défini par (10), up est la solution du probléeme (5) et u(h) du probleme (4). Si l'estimateur et
Perreur sont équivalents (lorsque h tend vers zéro), on dit que Pestimation est asymptotiquement exacte.



8) On associe & chaque triangle T' du maillage une fonction dite bulle b définie par

by (z) = { 27)\1(1;))\2(95))\3(333 y nge\? ’

ol A1(x), Aa(x) et A\3(z) sont les coordonnées barycentriques de = dans T
a. Montrer que by est une fonction continue sur Q, que 0 < by < 1 et que maxzer br(z) = 1.

b. Montrer qu'il existe deux constantes positives ¢; et ¢ (indépendantes de h) telles que pour tout
triangle T du maillage,

9
Clh% < / bT = 7|T| < Cgh%.
T 20
c. Montrer qu’il existe une constante C' telle que
IVOor L2cry < Chzlbr |2 cry-

(Indication: On pourra se ramener a un triangle de référence Ty afin d’établir cette relation, en s’inspirant
des questions 2.c et 2.d).

9) Dans cette question, on va chercher & obtenir une majoration du premier terme de Pestimateur nr en
fonction de l'erreur due a la discrétisation par éléments finis P;.

a. Montrer que pour tout triangle T' € 7,
/ fTbT = / V(’U,(h) - ’LLh) . VbT
T T

b. Montrer qu’il existe une constante C', indépendante de f que pour tout triangle T' € 7,
ol T]V? < Chi |V (w(h) — un)l| 2 ry-

En déduire que
Wl FrllZecry < Cllu(h) = wnllzp iz

10) On introduit un nouveau type de fonctions bulles. Soit E € £ et T1, 15 les triangles situés de part et
d’autres de celle-ci. On note by la fonction définie par

bio(z) = 4N ()Xo () sizeTy UT,
B\E) = 0 sizeQ\(T1UT)

ot A1(z), A\a(z) sont les deux coordonnées barycentriques de x dans le triangle T; (i = 1 ou 2) associées aux
sommets de 'aréte E. On pose wg =T U Ts.

a. Montrer que by est continue sur £, que 0 < by < 1 et que maxzer,ur, bE(x) = 1.



b. Montrer qu’il existe deux constantes c3 et ¢4 (indépendantes de h) telles que pour toute aréte E € &, o
et pour tout triangle 7' du maillage inclus dans wg,

1
csh% < / bp = §|T\ < cyh?,.
T

Montrer de plus que
/ bg = 2hg/3.
E

c. Montrer qu’il existe une constante C telle que pour toute aréte I/ € &, o et pour tout triangle 7' du

maillage inclus dans wg,
IVbs| L2y < Chig'bel L2 (r)-

11) Dans cette question, on va chercher & obtenir une majoration du deuxiéme terme de l’estimateur nr en
fonction de l'erreur due a la discrétisation par éléments finis P;.

a. Montrer que pour tout £ € &, q,

—/E[nE~Vuh]EbE = > /T(f(h)bE—V(u(h)—uh)~VbE).

TCwg

b. Montrer qu’il existe une constante C' telle que pour tout aréte E € &, q,

e Vanlslhy® < 7 (g 219 ) = un)llzacry + hif Il fr e

TCwEk

c. En déduire qu’il existe une constante C' indépendante de h telle que

1/2

llne - Vun]ellL2e) < Chg "~ lu(h) = unll i wg)-

12) On étend (de maniére élémentaire) la définition de by au cas out E € &, y. En d’autres termes, pour
tout E € &, n, si T désigne I'unique triangle du maillage 7}, contenant 'aréte E, on pose

] A (z)Ae(2) sizeT
bE(m)'_{ : 0 sizeQ\T "’

ot A\1(x) et A(z) sont les coordonnées barycentriques de = dans le triangle T" associées aux sommets de l'aréte
E.

a. Montrer que pour toute aréte E/ € &, v,

/E(QE —ng - Vuy)bg = / V(u(h) —up) - Vog — /w f(h)bg.

WE E

En déduire qu’il existe une constante C' telle que pour toute aréte E € &, n,

98 — ng - Vunl 2 < Chp'*|u(h) — Unl| 1 (wg)-

13) Pour conclure... L’estimation a posteriori (9) est elle efficace ?



Probléeme 2 - Dynamique de Hellmann-Feynmann (Copies vertes, noté sur 8)

On considere un point matériel de masse m > 0 évoluant dans R? sous ’action d’un potentiel V. On rappelle
que la dynamique de ce point matériel est régie par les équations de Newton

dq, .. ;
a0 =0 )
m (1) = ~VV(q(1)

ot1 q(t) et v(t) désignent respectivement la position et la vitesse dans R? du point matériel & I'instant .

On s’intéresse au cas ot la valeur V(g) du potentiel en un point ¢ € R? est obtenue en résolvant un certain
probléme d’optimisation paramétré par ¢ (dynamiques d’Hellmann-Feynmann).

1) On suppose dans cette question que
V(q) = inf E(q,y) (13)
yesl
avec
& = {y € H tel que c(y) =0},

ot H est un espace de Hilbert et ot E : R x H — Ret ¢ : H — R sont des fonctions de classe C*. On
suppose que pour tout y € H tel que c(y) = 0, on a ¢/(y) # 0. On suppose en outre que pour tout ¢ € RY,
le probleme d’optimisation (13) admet un unique point de minimum y(q), et que la fonction ¢ — y(q) est de
classe C*. On note V,E(q,y) le gradient partiel de E par rapport & q.

a. Montrer que

VV(q) = V4E(q,y(q))- (14)
Indication : on rappelle que la régle de la chaine conduit a
oV oF Jy
- — E 79
o0 (a) o (2:9(0) + (Ey(q,y(q)), 24 (9))

ol E?; désigne la différentielle par rapport a y de la fonction E.
b. Quel est l'intérét de la formule (14) ?

2) Soit n et p deux entiers naturels tels que n > 2 et 1 <p <n — 1. On note M(n) 'espace des matrices
réelles de taille n x n, Mg(n) I'espace des matrices réelles symétriques de taille n x n, I, la matrice identité
de rang n et A* la transposée de la matrice A. On munit M(n) du produit scalaire de Frobenius défini par

V(A,B) € M(n) x M(n), (A, B)p =Tr (A*B) = Y A;;Bj;
ij=1
et on note || - || la norme associée. On rappelle que si A et B sont deux matrices de Mg(n), la notation
A < B signifie * Az < x* Bz pour tout x € R™.



On examine dans la suite de ce probleme le cas ou

V(g) = inf E(q, M) (15)
avec
K={M e Mg(n) telque 0< M <1, et Tr (M) =np}
et

1
E(g, M) = Tr (H(¢9)M) + 5[|M],
H (-) désignant une fonction de R? & valeurs dans Mg(n) de classe C*.

a. Montrer que K est un sous-ensemble compact, convexe, et non vide de Mg(n).

b. Montrer que pour tout ¢ € R?, (15) admet un unique point de minimum M (q) € K et que la condition
d’optimalité est
VM e K, Tr((H(q)+M(q))M) > Tr ((H(q) + M(q))M(q))- (16)

c. On se donne My € K et on note (My)ren la suite d’éléments de K définie par la récurrence
M1 =Tl (My, — p(H(q) + My)) (17)

ou Il : Mg(n) — K est le projecteur orthogonal sur I (pour le produit scalaire de Frobenius) et ol p est
un réel strictement positif. Montrer que pour 0 < p < 2, la suite (M )ren converge vers M(q).

3) Pour mettre en ceuvre l'algorithme itératif (17), il faut disposer d’une méthode efficace de calcul de
I (M) pour une matrice M € Mg(n) quelconque. La construction d’une telle méthode est objet de la

présente question.

a. Soit y € R™. Vérifier que le probleme d’optimisation

min Z lzs — il (18)
i=1

rz€EXqq

ou

n
Xad:{weR" tels que 0 < z; < 1pourtouti=1,--- ,net in:p}
i=1

admet un unique point de minimum, puis montrer qu’on peut calculer facilement ce point de minimum en
résolvant I’équation f, (i) = p ou la fonction f, est définie sur R par

Fylp) = max(0, min(y; — p,1)).
i=1



b. Soit A(n) l'espace vectoriel des matrices diagonales de taille n x n et P = A(n) N K. Montrer que
n
P = {N = diag(Ni1,-+, Nop), 0< N <1, > Ny :p} :
i=1

c. On note Ila@,) @ Mg(n) — A(n) le projecteur orthogonal (pour le produit scalaire de Frobenius)
de Mg(n) sur A(n). Vérifier que (ITa(,)(M))is = My; et (IIamy(M))s; = 0 si i # j, puis montrer que si
M € K, alors Ha ) (M) € P.

d. Soit N € A(n). Montrer que I (N) € P.

e. Proposer un algorithme simple permettant de calculer I (N) pour N € A(n).

f. Soit U € M(n) une matrice orthogonale, i.e. telle que UU* = U*U = I,,. On pose
U*KU = {U"MU, M €K}.

Montrer que U*KU = K.

g. En déduire que pour toute matrice M € Mg(n) et toute matrice U € M(n) orthogonale, on a
M (U*MU) = U*ic(M)U. Proposer une méthode de calcul de (M) pour M € Mg(n).

4) Caractérisation du point de minimum de (15).

a. On pose S(q) = H(q) + M(q) et on note €1(q) < --- < €,(q) les valeurs propres de S(q) comptées avec
leur multiplicité et rangées par ordre croissant. Soit U une matrice orthogonale telle que U*S(q)U = D(q)
ot D(q) est la matrice diagonale diag(e1(q),--- ,€en(q)). Soit enfin N(q) = Ha(,)(U*M(q)U). Montrer que
N(q) € P et que la condition (16) implique

VN eP, Tr(D(g)N)=Tr (D(q)N(q))- (19)

b. Montrer que P = K N A(n) est un polyedre convexe (cf. page 241 du polycopié) et caractériser
I'ensemble Peyy des points extrémaux de P. Quel est le cardinal de Pey ? Déduire de la connaissance de
Pper la valeur de Tr (D(q)N(q)).

c. On suppose que €,(¢) < €p41(¢g). Montrer que la fonction N — Tr (D(q)N) admet un unique point
de minimum sur P. En déduire I'expression de N(q), puis de M(q).
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