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Exercice 1 (Différences finies, 8 points)

1. On consideére une solution réguliere u(t,z) du probleme (1). L’erreur de consistance au
point (ty,x;) s'écrit

o ultpt1, m5) — ultn, x5)

n
7 At
oL [zultnen 2jen) + 20t 7)) = ultney, 25-1) | Zutn, @) + 20ltn, 25) — t(tn, 2j-1)
At (Az)? (Az)?
+ U(tng1, Tj41) — u(lpgr, 2j-1)
2Ax

Comme u est supposée réguliere, on peut effectuer des développement limités. On calcule
pour le premier terme,

u(tnt1, ;) —ultn, ;) _ Odu ,
A7 = 5 (tn,xj) + O(AY).

Pour le second terme, on calcule pour k =0ou k =1

—U(tngks Tj1) + 2u(tpgrs T5) — w(tngr, Tj—1) 0 u
a(thrk,xj) — + J+) ((A;)2 ]) ( + 7 _ 81,2 (tn+k7$j)+O<A$2),

d’on
1 0 0%u 9
E[a(tnﬂ, z;j) — a(ty, z;)] = aw(tn,xj) + O(At) + O(Ax"/At)
Comme on suppose que Ax/At = c esf fixé, on a en fait

1 9 9%u
E[a(tnﬂ,wj) —a(tp,z;)] = &@(t”’xﬂ') + O(Ax + At).

Pour le dernier terme, on calcule

u(tng1, Tj+1) —ultny1,zj-1)  Ou . _ Ou 4
AL = 8x(tn+1,%)+0(ﬁ$) = ax(tn’$y)+O(A$+At)'

Sommant ces développements et tenant compte de [%—;‘ — %22772‘ + %} (tn, ;) = 0 on obtient

ef = O(Az + At).

Le schéma est donc bien d’ordre 1 en temps et en espace.



Remarque 1 L’hypothése imposant que le rapport Az/At soit fixé n’est 1a que pour simplifier le
développement du terme z7[a(tny1,2;) — a(ty, z;)]. Sans cette hypothese, on a toujours e = O(Az+
At). En effet, en utilisant un développement de Taylor avec reste intégral, on a

0% u Az? (1 9%u ,
a(tn+kaxj) = w(tn+k’xj)+7/,l w(tn+k,zj+s)(lf|5|)3d,§,
qui conduit a
1
Sloltnsn, ;) — atn, )]
1 —azu(t x;+8) —2u(t i+ s)
0 0%u Ax? 2 \In+1, L5 T 52\
= E@(tn,xj)—i—O(At)-i- 6 /_1 Oz A Oz (1—|s)*ds
0 02
= aa—;;(tn,mj)+O(At+Am2).

2. On développe la solution du schéma sous la forme

oll e? = (1/\/ N) exp(2iTkz;). On peut faire cette décomposition car (e, ,eN~1) forme

une base (orthonormée) de R"V. En utilisant la relation
€§+l = exp(2i7rk:lAa:)e§ ,
on voit que le schéma est équivalent a

B]C’&ZJrl—f—Ck’&Z:O’ pour k:[)”N_]_ et’I’LZO,

avec
Bk _ i N 762i7rkAJ: + 92— eZiﬂ'kAx N e?ikaa: . 6—2i7rkAac
At At(Ax)? 2Azx
1 4sin®(krAz) n sin2wkAx
~ At (Az)?2 A
_ J2itkAx _ J2irkAx 102
T B T WY O (160 A R
At At(Ax)? At (Az)?
Le coefficient d’amplification a la fréquence 27k est alors Ay = —C} /By, soit
-%(Bk)} -
A = |1+4+14 .
) [ R(By)

On en déduit |Ax| <1 pour k=0,---,N —1 et méme |Ag| < 1si k # 0. Le schéma est donc
stable pour la norme L?2.

3. Par Théoreme de Lax, le schéma (linéaire) est convergent d’ordre 1 en temps et 1 en espace
pour la norme L? définie par

1(v5)j=0,. N—1ll72 = N e



4. On a, avec les notations de la question 2, E" = (1/N) kN;(} |a7|?. Comme, d’apres la
question 2, on a

aptt = Agall = - = (Ap)" a4y pourn>0et ke {0,---,N—1},
on a || < |af| avec inégalité stricte des que @) # 0 et k € {1,--- , N — 1}. On en déduit
I’estimation ) )
n+l L 2| am|2 L £012 _ 0
B = S AP < Yl = B,
avec une inégalité stricte des que 112 # 0 pour au moins un k de {1,--- , N —1}. L’énergie est
donc décroissante et est conservée seulement si 49 = 0 pour k € {1, , N — 1} c’est-a-dire
si ug = X ne dépend pas de j. Dans ce cas u? = u? = )\ pour tout j, n.

Le schéma est de type dissipatif.

Remarque 2 Pour voir que E(t) est conservée dans le cas continu, il faut considérer la décomposition
en série de Fourier de la solution exacte

+oo
u(t,x) = Z ck(t) exp(2irkz).

k=—o0
En substituant ce développement formellement dans (1) et en identifiant, on obtient
(1 +472k?) ) (t) + 2imker(t) = 0, VYke€Z, Vi > 0.

On résoud facilement chacune de ces equations différentielles. En tenant compte de la condition initiale,
on a
ce(t) = 2 exp(\pit)

ol les ¢} sont les coefficients de Fourier de ug et Ay est le réel
Mo = 2km/(14 472k?).
En particulier |ci(¢)| = |c| pour tout ¢ > 0. On a bien pour ¢ > 0,
Et) = Y la®)l’ = Y I4P = E(0).
keZ keZ

Nous laissons le lecteur vérifier que si u° est de régularité H! sur tout intervalle borné de R, alors
ue C(Ry,H(0,1)) et u est solution de (1) au sens faible.

Exercice 2 (Formulation variationnelle, 12 points)

5. On applique le Théoreme de Lax-Milgram dans le Hilbert H'(€2,) aux formes bilinéaires
et linéaires définies pour v, w € H*({),) par :

a(v,w) = /QGVU'V’UJ +/Fvw, L(w) := /Qafw +/Fgaw.

Notons tout d’abord que I' = 992, et que Q est un ouvert borné régulier. Les intégrales [, vw
et [ngow sont bien définies car d’une part g, € L?(T") par hypothese et d’autre part, les
traces de v et w sont bien définies dans L2(T).

Vérifions les hypotheses du Théoréme de Lax-Milgram.



e H'(Q,) est un Hilbert pour le produit scalaire

(v, ) g1 () :/ Vo - Vw —|—/ vw.
Qq Qq

C’est un résultat du cours.
e a est bilinéaire et continue sur H'(Q,). Le caractere bilinéaire est évident. Pour la
continuité, on considere v,w € H'(€,). On utilise Cauchy-Schwarz pour déduire

a(v,w) < [[Vullr2,) IVwlizzu) + Ivllz2mllwll 2y

Par Théoreme de trace, il exists Cr > 0 telle que ||k 20y < Crl|h||g1(q,) pour tout
h € HY(9,). On en déduit

a(v,w) < 1+ CHvll g 1wl (.,

ce qui établit que a est continue sur H'(,) x H(£,).
e L est lindaire et continue sur H*(§),). La linéarité est évidente. La continuité se vérifie
en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et le Théoreme de trace. On a

Lw) < (Ifllrz@u) + Crllgal rzaoplwlm,y  Yw e H (QW).

e La forme bilinéaire a est coercive sur H'(€,). Em effet, comme I' est un ouvert non
vide du bord de €, et que £, est connexe, il existe une constante Cp > 0 telle que

lolBaq, < CPa(v,e)  Yoe HY(Q). (s1)
(c’est une inégalité de Poincaré vue en exercice). Comme on a de maniere évidente
CL(U,’U) > ||V’UH%2(QQ) Vo e HI(QUL)’

on en déduit
av,v) = alvllfng,,  Yoe H'(R)

avec comme constante a = (1/2) min(1,Cp?) > 0. Ceci montre que a est coercive.

Le Théoréme de Lax-Milgram nous donne ’existence d’une unique solution v, € H'(€Q,) du
probleme (a). De plus I'application (f,g.) € L?(24) x L*(T) — v, € HY(Q,) est linéaire et
continue.

Remarque 3 Preuve de (s1) : Les éléves peuvent admettre I'inégalité de Poincaré (s1) qu’ils ont vu
en exercice. Pour la démontrer, on peut raisonner par contradiction. Si elle était fausse, il existerait
une suite (v,) C HY(Q,) telle que pour n > 1,

1
Cl(Un,Un) = / |VU»,L|2 +/|Un|2 < 7/ |'Un‘2~
Qa r nJa,

Quitte & remplacer v, par (1/||v,||32)vn, on peut supposer que |lv,]/z2 = 1. Le membre de droite
est alors égal & 1/n dans I'inégalité ci-dessus. On en déduit que (v,) est bornée dans L?(£2,), que
(Vuy,) converge vers 0 dans L?(Qq) et que la trace vy p converge vers 0 dans L?(T'). En particulier,
(vn) est bornée dans H(€2,). Le Théoreme de Rellich s’applique et quitte & extraire une sous suite,
la suite (vy) converge vers une limite v dans L*(€,). En passant a la limite dans [|vy||12(0,) = 1, on
déduit ||v||p2(q,) = 1. D’autre part, vomme (Vu,) converge vers 0 dans L?(£,), la suite (v,) est de
Cauchy dans H*(£,), elle converge donc vers une limite v € H'(Q,) qui satisfait Vo’ = 0. Comme
Q, est connexe, v’ est constante. Par continuité de ’application trace, on a vl’r =0 et donc v’ = 0.

Finalement, par unicité de la limite dans L?(£2,), on a v = v = 0. Ceci contredit |[v][z2(q,) = 1.

4



6. Supposons que la solution v, de (a) soit un élément de H?(£2,). Pour tout w € C*(Q), le
champs de vecteur ® = (wVv,) est alors un élément de H'(Q,) et par Théoréme de Stokes,

/div@ :/<I>~na,
a r

Vu, - Vw —I—/ Avgw =
Qa

soit

v,

w.
pana

En injectant cette identité dans la formulation variationelle, on obtient

Qq

/a(—AUa — flw +/F (gzz + Vg —ga> w =0 VYweC®Q). (s2)

En particulier, en choisissant d’abord des fonctions test w € C2°(£2,), on a

(—Av, — f,w)r2,) = / (—Av, — flw = 0 Vw e CF(Qy).

a

Par densité de C°(€2,) dans L?(Q,), on en déduit I'identité
—Av, = f dans L?(Qg). (s3)

Par conséquent, la premiére intégrale est nulle dans (s2). On a alors

v _
“ a — Ya = Q).
/F<6na+v g)w 0 Vw e C™(N)

Par densité des traces de fonctions C*°(Q) dans L?(92,), on en déduit qu’au sens des traces,

Ovg
ong

+v, = gq sur L. (s4)

Finalement, v, est solution du probleme aux limites défini par (s3) et (s4).

Dans le cas de la formulation variationnelle (b), le probléeme aux limites correspondant est

81)1, 81)1,

—Avy = f dans €, — +v, = g sur [ — = 0 sur 0N.
ony, on
. i ou 1
7. Testons la formulation variationnelle (a) avec v, = u et g, = o +u,onaVw e H (Qg),
i

ou
w

ipp /a(—Au - f>w+/F <§:a * 52:) v

Comme u satisfait —Au — f = 0 dans Q,, la premiere intégrale est nulle. Pour la seconde, on
a ng = —ny et donc 5971: + 6%; = 0. Finalement, on a bien,

/ (Vu-Vw — fw) +/F(u—ga)w =0 Yw e HY(Q,).

5



Testons maintenant la formulation variationnelle (b) avec vy = u et go = —5*“ + u, on a
Ywe H,

/QbWu-Vw—wa/F(u—gb)w _ /Qb(Vu-Vw—fw)Jr/F;:aw

i ou ou ou
lgp/(—Au—f)w—l—/(—l— )w—i— —w.
o T anb 3na o0 8n
La premiere et la seconde intégrale sont nulles pour les mémes raisons que plus haut et la
troisieme est nulle car w € H a une trace nulle sur 0£2. On a bien,

/(Vu‘Vw—fw)—l—/(u—gb)w =0 Vw e H.
o, r

Par linéarité, on en déduit que 'erreur au rang k + 1 satisfait les formulations variation-
nelles :

ak)
/ Veﬁ“ -Vw + /(elf'l - h’;)w =0 Yw e Hl(Qa),
a r

bg)

Verth . Vu + /(e/’;Jrl —hYyw =0 VYweH.

o r

Les problemes aux limites correspondants sont pour k£ > 0,

Hek+1
—Aeftt = 0 dans Q,, a#—ke’é“ = hF sur I
a
8ek+1
—Aeftl = 0 dans Q, b el — pf osur T, el — 0 sur 9Q.
b Ong b b b
8. Fixons k > 0. D’apres la condition au bord
aek—H
8; + el = pF sur T (s5)
a
k+1
onaeftl —pk = —agga sur I'. En injectant cette identité dans la formulation variationnelle
(ax), on obtient
L Hek+1
Vel v — “w =0 Yw € H (Qq),
Qo T 67’La
Faisons w = ef+1,
k+12 eg! k+1
a
/ Vet - [ Za g = o (6)
a r 9na
En utilisant I’indication, on calcule,
k+1 k+1 2 k+1 2
_8611Jr €k+1 — 1 _aeaJr k+1 _1 86(1Jr k+1
ong ° 4| on, ¢ 41 ong




_ Oeqt!

En utilisant (s5) et la définition hf“ = +eftlsur T, on a

Ong
S deptt g 1 pert]? Lk
ong 4l g |
En substituant cette identité dans (s6), on obtient pour k > 0,
1 2 1 2
|oweknpe g [l =g ] (57
Qa 4 Jr 4 Jr
qui est le résultat souhaité.
9. De maniere symétrique, on a pour k > 0,
1 2 1 2
Jorwerp g [ = 5 [ | (s8)
o 4 Jr 4 Jr
Sommant (s7) et (s8), puis sommant sur k € {0,---, K}, on obtient par télescopage,
& 1 2 2 1 2 2
k k K
> </ |Vea|2+/ |Veb|2> +7 [/ ‘hb +1‘ + Rl } = [/ |hg|” + | hY)] ] = C.
=\ Q r r
Faisant tendre K vers 400, on obtient,
> (/ |Vek|? +/ \VefP) < C.
k>1 Vi Q
Par convergence de la série on en déduit
Vek|? kT—>OO 0 Ver|? M—>OO 0. s8
a ) b
a Qb

Que peut-on en conclure ?
e Tout d’abord dans €2, on a I'inégalité de Poincaré

/ lw|* < C}‘;/ Vw]*  Ywe H.
o Q

On peut donc conclure que (e’g’) converge vers 0 dans H'().

e Dans €),, on sait seulement qu’en introduisant la moyenne

_ 1 /
ek = ek
¢ Q| Jo,

on a par inégalité de Poincaré-Wirtinger

_ /a

La suite (ef — ek) converge donc vers 0 dans H'(£),). Il faut encore travailler pour
démontrer que (eX) converge vers 0.

k_ ok
€q — €q

2
< pr/ ’Vei’"Q.
Qq



Remarque 4 Pour conclure, on utilise (ay) avec w =1 :

0= [ekr—h) - /(ek+1—e,’5)+/86§.
r a a r a r anb

On choisit w € C*(Q) telle que w = 1 sur I'. En écrivant 1 = w dans la derniére intégrale et
en intégrant par parties dans ), on obtient

0 = /(elg+1 - e’lf) + Ae’gw +/ Ve’lf -Vw.
I Qp Qp

La seconde intégrale est nulle car Aef = 0 et comme ef — 0 dans H' (), on obtient en faisant

tendre k vers +oo,
/es M5 0. (s9)
r

Finalement, on utilise I'inégalité de Poincaré suivante (qui peut se démontrer par contradiction
comme dans la remarque précédente).

2
/ lw> < Cp / |Vwl|? + (/ w) ] , Yw € H' ().
Qq Q r

En appliquant cette inégalité & e¥, on déduit de (s8) et (s9) que e¥ — 0 dans H'(Q,).
Une analyse aussi poussée n’est pas attendue des éleves.




