
Mini-projet d'analyse numérique du ours MAP 431Vibrations forées de ordes et de membranesSujet proposé par Eri Canès (anes�ermis.enp.fr)Ce projet est une introdution à l'étude mathématique et numérique des phénomènes vi-bratoires, phénomènes qui ont une importane onsidérable dans les sienes de l'ingénieurar ils interviennent dans de très nombreuses situations pratiques : résistane au vent desouvrages d'art, aoustique, stabilité des véhiules de transport, reherhe de gisementspétroliers, ... pour n'en iter que quelques-unes.Etude théoriqueOn onsidère les deux systèmes suivants :� une orde élastique tendue de longueur L, dont la on�guration de référene estdérite par le segment Ω =]0, L[ ;� une membrane élastique tendue, dont la on�guration de référene est dérite par ledomaine borné Ω ⊂ R
2.
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On note x ∈ Ω la variable d'espae et t ∈ R
+ la variable de temps, et on modélise ledéplaement transverse v(x, t) de es systèmes, en réponse à une exitation f(x, t), par le
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problème aux limites
(I)



















































∂2v

∂t2
(x, t) − ∆v(x, t) = f(x, t) sur Ω × R

+∗

v(x, t) = 0 sur ∂Ω × R
+∗

v(x, 0) = 0 sur Ω

∂v

∂t
(x, 0) = 0 sur Ω.On onsidère le as d'une exitation harmonique de la forme

f(x, t) = g(x) cos(ωt)où ω ∈ R est une pulsation et g une fontion donnée de L2(Ω).On note (λk, uk)k∈N∗ les éléments propres du laplaien de Dirihlet sur le domaine Ω,ordonnés de telle sorte que λ1 < λ2 ≤ λ3 ≤ · · · On rappelle (f. [1, Théorème 7.3.5℄) quela suite (λk)k∈N∗ tend vers +∞, que les (uk)k∈N∗ forment une base hilbertienne de L2(Ω),et que pour tout k ∈ N
∗,

{

uk ∈ H1
0 (Ω),

−∆uk = λkuk.On rappelle en�n que dans le as de la orde (Ω =]0, L[), les (λk, uk)k∈N∗ sont onnusanalytiquement :
λk =

k2π2

L2
, uk(x) =

√

2

L
sin
(

kπ
x

L

)

.On note (gk)k∈N∗ les oe�ients de la fontion g ∈ L2(Ω) dans la base (uk)k∈N∗ , et on pose
ωk =

√
λk. L'unique solution de (I) dans C0([0,+∞[,H1(Ω))∩C1([0,+∞[, L2(Ω)) (f. [1,Théorème 8.3.4℄) peut s'érire sous la forme

v(x, t) =

+∞
∑

k=1

yk(t) uk(x).Question 1. Etablir une équation di�érentielle vérifée par la fontion yk(t) (de R
+ àvaleurs dans R), puis résoudre analytiquement ette équation.Question 2. Qu'advient-il lorsque la fréquene d'exitation ν = ω

2π est voisine d'une desfréquenes propres νk = ωk

2π du système ? Dérire et nommer les phénomènes physiquesorrespondants.Question 3. Pour K ∈ N
∗, on note

vK(x, t) =
K
∑

k=1

yk(t) uk(x).Montrer que
‖v(·, t) − vK(·, t)‖L2(Ω) ≤ 2

(

+∞
∑

k=K+1

|gk|2
(ω2

k − ω2)2

)1/2
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En déduire que
sup
t∈R+

‖v(·, t) − vK(·, t)‖L2(Ω) −→
K→+∞

0.On va maintenant établir que plus la fontion g est régulière, plus la vitesse de onvergenede (uK)K∈N∗ vers u est élevée.Question 4. On suppose dans ette question que le support de g est un ompat inlusdans Ω et que g ∈ Hm(Ω) pour un entier m ≥ 0 (ave la onvention H0(Ω) = L2(Ω)).Montrer que
+∞
∑

k=1

λm
k |gk|2 < +∞.En déduire que si g ∈ Hm(Ω) est à support ompat,

sup
t∈R+

‖v(·, t) − vK(·, t)‖L2(Ω) ≤
C

λ
m/2+1
K+1

,où C dépend de g, ω, et m, mais ne dépend pas de K.Pour terminer ette étude de onvergene, il reste à estimer la vitesse de roissane de lasuite (λk)k∈N∗ . On peut montrer que pour un ouvert Ω ⊂ R
d

λK ∼
K→+∞

4π2

(

K

mes(Bd)mes(Ω)

)2/d (1)où Bd =
{

x ∈ R
d, |x| < 1

}.Question 5. Véri�er que la formule (1) fontionne pour Ω =]0, L[. Démontrer ensuiteette formule pour l'hyperube Ω =]0, 1[d de R
d.Indiation : On érira une expression analytique des valeurs propres et on ommenera parmontrer que le nombre N(µ) de valeurs propres inférieures ou égales à µ véri�e la formulede Weyl

N(µ) ∼
µ→+∞

mes(Bd)

(2π)d
mes(Ω)µd/2.Commentaire. En rassemblant les résultats préédents, on obtient que, si Ω est un ouvertde R

d et si g ∈ Hm(Ω) est à support ompat, alors pour K assez grand,
sup
t∈R+

‖v(·, t) − vK(·, t)‖L2(Ω) ≤
C

K(m+2)/doù C ne dépend pas de K. En partiulier, si g ∈ D(Ω), la méthode de résolution de (I)par superposition de modes onverge plus vite que n'importe quelle puissane négative de
K. On dit que ette méthode est d'ordre in�ni. Notons ependant que ette vitesse deonvergene ne peut être obtenue en pratique que si l'on onnaît exatement les modespropres du laplaien de Dirihlet sur Ω, e qui n'est le as que pour des domaines Ω trèspartiuliers (dimension 1, pavé de R

d, disque de R
2, ...).
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Simulation de la dynamique de la ordeQuestion 6. Erire un programme silab permettant de simuler la réponse d'une ordede longueur L = 1 (Ω =]0, 1[) à l'exitation f(x, t) = χ]a,b[(x) cos(ω t) (où χ]a,b[ désignela fontion aratéristique de l'intervalle ]a, b[), sur un intervalle de temps [0, T ]. Ce pro-gramme devra permettre de visualiser sur un même graphique l'évolution au ours dutemps de trois solutions approhées :1. la solution numérique obtenue en appliquant la méthode de superposition de modes(déomposition sur les K premiers modes propres) ;2. la solution obtenue en disrétisant en espae par la méthode des éléments �nis P1, eten temps par le θ-shéma [1, Setion 8.7.2℄ ave θ = 1/2 et ave un pas de temps ∆t.On se limitera au as d'un maillage régulier de l'intervalle Ω =]0, 1[, de pas h = 1/N ;3. une solution de référene obtenue par superposition des Kr premiers modes propres.Question 7. E�etuer des simulations numériques ave a = 0.76, b = 0.78, Kr = 200,en faisant varier les paramètres ω, T , ∆t, N et K, dans les ensembles suivants : ω =
{1, 5, 10, 22, 50}, T ∈ {1, 4.5, 20.125}, ∆t = {0.1, 0.01, 0.001}, N = {25, 50, 100, 200}, K =
{5, 10, 20} (on hoisira quelques jeux de paramètres signi�atifs parmi tous les possibles).Commenter les résultats (préision, temps de alul).Calul des modes propres d'une membraneSauf exeption (retangle, disque, ...), on ne dispose pas d'expression analytique des modespropres d'un ouvert Ω ⊂ R

2. Pour mettre en ÷uvre la méthode de superposition de modes,il faut don aluler au préalable une approximation des premiers K modes propres dulaplaien de Dirihlet.Cei peut se faire, omme expliqué dans le ours [1, Setion 7.4℄, en utilisant la méthodedes éléments �nis.Question 8. Erire un programme FreeFEM++ permettant d'approher les 10 premiersmodes propres du laplaien de Dirihlet pour les deux domaines (la �oquotte� et la ��èhe�)représentés sur la �gure i-dessous (haun de es domaines est un assemblage de 7 trianglesretangles isoèles isométriques de �tés de longueurs {1, 1,√2
}).

Question 9. Evaluer la vitesse de onvergene des 10 premières valeurs propres de laoquotte et de la �èhe en fontion de la taille du maillage (on ontr�lera la taille dumaillage en faisant varier le nombres de n÷uds sur le bord du domaine).Commentaire. Le problème de la relation entre le spetre et la forme de la membranea longtemps intrigué la ommunauté sienti�que. La question qui se pose est la suivante :la donnée du spetre ('est-à-dire des (λk)1≤k≤+∞) su�t-elle pour déterminer la forme del'ouvert Ω ? Soit en termes plus imagés : �Peut-on entendre la forme d'un tambour ?� [3℄. Cen'est qu'en 1991 que ette question a été résolue : la réponse est non. Les mathématiiensC. Gordon, D. Webb et S. Wolpert ont en e�et montré que la oquotte et la �èhe possèdentexatement le même spetre [2℄. 4



Forme "coquotte". Forme "flèche".Question 10. On reprend les notations du ours [1, Setion 7.4℄. En utilisant la formulede Courant-Fisher [1, Proposition 7.3.4℄, montrer que pour tout 1 ≤ k ≤ ndl,
λk,h ≥ λk.Référenes[1℄ G. Allaire, Analyse numérique et optimisation, Eole Polytehnique, Edition 2010.[2℄ C. Gordon, D. Webb and S. Wolpert, One annot hear the shape of a drum, Bull.Amer. Math. So., 27 (1992) 134-138.[3℄ M. Ka, Can one hear the shape of a drum ?, Amer. Math. Monthly 73 (1966) 1-23.
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