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ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE

Exercice 13.1.1 Montrer que

1. |A|l2 = ||A*||]2 = maximum des valeurs singulieres de A,
2. || Al = maxi<j<n (322 lail)
3. [[Alloc = maxi<i<y (Z?:l ’%’\) :

Correction.

1. Tout d’abord, on rappelle que les valeurs singulieres de A sont les racines carré
des valeurs propres de la matrice symétrique A*A. Par définition, on a

. 1/2
1A, = ([ max (Az)" - Az / ,
xzeCn z#£0 x*-x
Alinsi,
* * 1/2
Al = ( max EAD )Y
zeCn™ x#0 Tr*-x

est bien le maximum des valeurs singulieres de A (la matrice A*A est symé-
trique, positive et diagonalisable).

On a pour tout z € C,

[zllo=" sup |z-yl|.
y€eCn,|lyll2<1
Ainsi,
[Azlz = sup |Az-y|= sup |z A%y < |[|lzf]2]A7lo-
yeCn [lyll2<1 yeCn,|lyll2<1

On en déduit que ||A]|2 < ||A*||2 et finalement ||All2 = [|A*||2.

[Az]y _ > | 2ok ami]
X max .

z€C,x#0 HI‘Hl N z€C,z#0 Zk ‘I’k|

Al =

Pour tout indice 7, en choisissant x; = 5;53 , on obtient
1Al > Jal.
i

De plus,
HAH1 e max M S max M
xcC,z#0 Zj |xj| zeC,x#0 Zj ’];]l

225 (22 laij]) ]
= max Smaxg ;|-
i e
7

zeC,x#0 Zj |[EJ|
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3. On a

maxj, ’Zj g5

A =
|| Ha) xé%%io rnaxklmk

Soit i € {1,---n} et x € C" telle que pour tout indice j, z; soit égal au signe
de a; ;. On déduit de I'expression précédente que

[A]loe > max (Z |ai,j!> :

J

Réciproquement,

max; ) . |a;;||%;
|Alle < max < 2510 ]|)§maXZ|a”|.
max; | ;| i ’

z€C,x#0

J

Exercice 13.1.2 Soit une matrice A € M,,(C). Vérifier que
1. cond(A) = cond(A™!) > 1, cond(aA) = cond(A) Va # 0,

2. pour une matrice quelconque, conds(A) = Z?((j)) ou p1(A), un(A) sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur singuliere de A,

3. pour une matrice normale, condy(A) = ||’/\\’;E:))||, ou [A1(A)[, | \n(A)| sont respecti-

vement la plus petite et la plus grande valeur propre en module de A,

4. pour toute matrice unitaire U, conds(U) =1,

5. pour toute matrice unitaire U, condy(AU) = condz(UA) = condy(A).

Correction.
1.
cond(A) = [|A[[[[A7Y] = [[ATY[| Al = cond(A™).

De plus d’apres les proprié¢tés élémentaires des normes subordonnées,
cond(A) = [[A[[[[AT]| > [[AATY = [|1d || = 1.

Enfin, cond(ad) = [laA[[[(ad)|| = |alla| M| A[[[JAH] = cond(A).

2. D’apres I'Exercice 13.1.1, ||All2 est la plus grande valeur singuliere de A.
Comme les valeurs singulieres de A™! sont les inverses des valeurs singulieres

de A, on en déduit que condy(A) = ZTA)'

3. Pour une matrice normale (donc diagonalisable), les valeurs singulieres sont

les modules des valeurs propres. Ainsi, d’apres le point précédent, pour toute

. An (A
matrice normale on a encore condy(A) = M.

4. Pour une matrice unitaire, |U||z = ||[U!||2 = 1. Ainsi, condy(U) = 1.

5. Si U est une matrice unitaire, on a

(AU)(AU)* = AUU*A* = AA* et (UA)"(UA) = A*A.
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Ainsi, la plus grande valeur singuliere de A est égale a la plus grande valeur
singuliere de U A tandis que la plus grande valeur singuliere de A* est égale a
la plus grande valeur singuliere de (AU)*. On a donc

[AU]l2 = I(AU)*[l2 = [|A"[|2 = [[A[l2 = [[UA]l2.

De plus, comme (AU)™! et (UA)™! sont le produit (& gauche et a droite) de
A~1 avec la matrice unitaire U*, on a également

I(AU) o = |A7 |2 = [[All2 = [(TA) 2.
On en déduit que conds(AU) = condy(UA) = condy(A).

Exercice 13.1.3 Montrer que le conditionnement de la matrice de rigidité X, donnée
par (6.12) pour la méthode des éléments finis P, appliquée au Laplacien, est

4

m2h2’

condy(KCp,) ~ (13.1)

On montrera que les valeurs propres de K, sont

M= dhtsin? () 1 <k<n,
2(n+1)

pour des vecteurs propres u* donnés par leurs composantes

ik
u;?:sin(r‘z_:rl) 1<jk<n.

Correction. Dans un premier temps, on vérifie que les vecteurs «* sont les vecteurs
propres de Kp. On a

(KCnu"); = h_l(_uﬁfl + 2“? - u§+l)

1 o () o () ()

i(j—1)kn i(j)km i(j—1)kn _i(j=1)km i(j)km _i(jfl)krr)

= (2ih)7! (—e nFl 4 2endl —e il — el nFl 4 2e nfl —e ntl

= (2iR) " (e — o) (e 42— o7

n+1
= 4h~'sin Jhm sin? k—ﬂ
n+1 2(n+1)
km
= 4h~ sin® (| ———— | ul.
h™" sin (2(n+1))u]

La matrice K}, étant normale,

conds(fCn) = [An(Kn)l/[Ax(KCh)]
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La plus grande valeur propre de K, est 4h~1sin? (nm/2(n + 1)) ~ 4h~! et la plus
petite 4h~'sin? (1/2(n 4 1)) ~ 4h~' (7/2(n + 1))*> = ha?. La matrice K, étant nor-
male, le conditionnement de Kj, est

a4

condy (k) =~ hr = e

Exercice 13.1.4 Montrer que les factorisations LU et de Cholesky conservent la struc-
ture bande des matrices.

Correction. Considérons le cas de la factorisation LU. Soit A une matrice bande
de demi largeur de bande p. On raisonne par récurrence afin de prouver que les
matrices L et U sont également des matrices bande de demi largeur de bande p. Les
composantes des matrices L et U sont déterminées en fonction des composantes de
A colonnes par colonnes. Supposons que les j — 1 premieres colonnes de L et U soit
de demi largeur de bande p. Les composantes de la 7 éme colonne de U sont définies
pour 1 <7 < 7 par

i—1
Ui = iy — Y ligtg.
k=1

La matrice A étant une matrice bande de demi-largeur p, on a a;; = 0 pour tout
i tels que j > i + p. Par une (nouvelle) récurrence (sur i cette fois), on en déduit
que u;; = 0 pour tout ¢ tel que 7 > ¢ 4 p. Ainsi, la jeme colonne de U est celle
d’une matrice bande creuse de demi largeur de bande p. La jéme colonne de L est
déterminée pour j + 1 <4 < n par

Jj—1 l

ij = .

Uj,j

D’apres I’hypothese de récurrence sur la structure bande des j premieres colonnes
de L, on a l;, = 0 des que ¢ — k > p. Ainsi, le terme de somme apparaissant dans
I'expression de [; ; est nul des que i — (j — 1) > p et en particulier dés que i — j > p.
Ainsi, ; ; = 0 dés que ¢ — j > p et les j premieres colonnes de L on une structure de
matrice bande de demi largeur p. Ceci acheve la récurrence et prouve que la structure
bande est conservée par la factorisation LU. La matrice B issue de la factorisation
de Cholesky n’est autre que le produit de L par une matrice diagonale, si L est
une matrice bande, B l'est également. La factorisation de Cholesky conserve donc
également la structure bande.

Exercice 13.1.5 Montrer que, pour une matrice bande d'ordre n et de demie largeur
de bande p, le compte d’opérations de la factorisation LU est O(np?/3) et celui de la
factorisation de Cholesky est O(np?/6).

Correction. Voir les remarques du répertoire... N’y aurait-il pas une erreur d’énon-
cé?
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Exercice 13.1.6 Soit A une matrice hermitienne définie positive. Montrer que pour
tout w € 10,2, la méthode de relaxation converge.

Correction. La matrice A étant hermitienne définie positive, sa diagonale D est
constituée de réels strictement positif. La matrice M = D/w — E est donc inver-
sible et la méthode de relaxation correctement définie. De plus, d’apres les Lemmes
13.1.26 et 13.1.27, la méthode de relaxation est convergente des que M* 4+ N est

définie positive. Or
2—w

M*+N==""pD,

w

qui est définie positive pour tout w €0, 2].
Exercice 13.1.7 Montrer que, pour la méthode de relaxation, on a toujours
p(M™IN) > |1 —w|, Yw #0,

et donc qu’elle ne peut converger que si 0 < w < 2.

Correction. Le vecteur ¢; = (1,0,---,0) est un vecteur propre de M~'N de
valeur propre 1 —w. Ainsi, p(M~1N) > |1 — w| et la méthode de relaxation ne peut
converger que pour w €]0,2[.

Exercice 13.1.8 Soit A une matrice symétrique définie positive. Soit (zx)o<k<n la
suite de solutions approchées obtenues par la méthode du gradient conjugué. On pose
ry =b— Az et dy = x11 — xp. Montrer que

(i) I'espace de Krylov K, est aussi égal a

Ky =[ro,...,rx] = [do, ..., d],
(i) la suite (rg)o<k<n—1 est orthogonale
r,-m=0pourtout 0 <Il<k<n-—1,
(iii) la suite (dg)o<k<n—1 €st conjuguée par rapport a A
Ady-dy=0pourtout 0 <l <k<n-—1.

Correction.

(i) On rappelle que r est définie par 7, = 19 — Ayp LKj_1, ot yx € Ki_1. On a
Ay, € K. Ainsi, 1y, € Ky, et (rg, - -+, ) est une famille de K. Reste a mon-
trer que cette famille est génératrice. On raisonne par récurrence. Supposons
que Ky_1 = [ro,-+- ,rg_1]. Si ry n’appartient pas a Kj_, on a

dim([ro, - - - , 7)) = dim([ro,- -+ ,76-1]) + 1 = dim(Kx_y) +1 > dim(K}).

L’espace [ro,- -, 7] étant inclus dans K et de méme dimension, ils sont
égaux. Reste a considérer le cas ou rp appartient a K. Comme 7, est or-
thogonal & K,_;, on adans ce casry, = 0 et rg = Ayy. Oty € [ro,- -+, A¥ 1]
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Ainsi, rg € [Arg, -, AFrg]. La famille (rg, - - - A*rg) n’est pas libre et K}, est
un espace de dimension strictement inférieure a k. Dans ce cas, on a

Ky =K1 = [7’07"' 77“k71] = [7’0,"' ﬂ"kz]-

Comme vy appartient a K1, le vecteur dr = yrr1 — y, appartient a Kj.
Ainsi, [dy, . .., dy] est un sous espace de K. Supposons que pour un k donné,
on ait Ky 1 = [dy, . ..,d_1]. Si ypy1 n’appartient pas a Kj_1, dj n’appartient
pas & Kj_1 et Ky = [dy,...,dy]. Dans le cas contraire (yx.; appartient a
Kj_1), on a yp = yr1 et rer1 = 1. En particulier, rio; appartient a K et
est orthogonal a Kj. On a donc 7,1 = 0. On en déduit que r; est nul et que
Ky = Ki_1. On a donc a nouveau Ky = [dy, .. ., di].

(ii) Le vecteur ry est orthogonal & Ky 1 = [ro,...,7k_1].
(iii) On a (A™'rg — yr,y)a = 0 pour tout y € Ki_1. Ainsi, (Yrr1 — Yr,y)a =0

pour tout y € K;_1. En d’autres termes,

<dka y>A = 07 vy € [d07 o 7dk71]'

Exercice 13.1.9 Sion considére la méthode du gradient conjugué comme une méthode
directe, montrer que dans le cas le plus défavorable, kg = n — 1, le nombre d'opérations
(multiplications seulement) pour résoudre un systéme linéaire est N,, = n* (1 + o(1)).

Correction. A chaque itérations, on effectue de 'ordre de n? opérations, I’essentiel
du temps étant consacré au calcul de Apy. Dans le cas le plus défavorable, 1'algo-
rithme converge au bout de n itérations. Dans ce cas, le nombre d’itérations est de
I'ordre de n3.

Exercice 13.1.10 On note avec un tilde * toutes les quantités associées a |'algorithme
du gradient conjugué appliqué au systéme linéaire (13.12). Soit x, = B "%y, 1, =
Br, = b — Axy, et pp, = B7*pr. Montrer que I'algorithme du gradient conjugué pour
(13.12) peut aussi s'écrire sous la forme

choix initial xg
initialisation ro = b — Axg
U |

po =20 =C""rg
( _ Rk—1Tk—1

a _ —_—,—_—_—_—

k-1 Apr—1'Pr—1
Tp = Tp—1+ Qp_1Pk—1

L . T = TE_1 — Qk_1ADK_
itérations k£ >1 K kol k—14Pk—1

VARES CilT‘k
— Rk
ﬁk—l T Zp—1TR—1

\ Dk = 2k + Br—1Dk—1

ou C = BB*.
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Correction. L’algorithme du gradient conjugué associé a (13.12) consiste a cal-

culer itérativement .
Th—1

Apr—1-Pr—1
T = Tp-1+ U-1Pk—1
Tk = Th—1 — Q1 APr_1

By = Ll
1= TP

Dk = Tk + Br—1Pk—1-

En utilisant les expressions de xy, 7, et p, en fonction de Zy, 7y et pg, on obtient

Op—1

o B e [ Ol Ve P |
k-1 Apr_1-Pr—1 Apr_1-Pr—1
_ R*5
Tp = BT = )1 + ap_1Pr—1
Ty = BTy = rp_1 — ap_1App_1

B _ BTl ey,
k=1 = B=Try 42 = CTrp_1rh

pe = B0 = C7'rp + Br_1pr_1-

L’algorithme du gradient préconditionné s’écrit donc bien sous la forme annoncée.

Exercice 13.1.11 Soit A la matrice d'ordre n issue de la discrétisation du Laplacien
en dimension N = 1 avec un pas d'espace constant h = 1/(n + 1)

2 -1 0 - 0
-1 2 -1 -

A=hn'l o . 0 0
-1 2 -1

0 0 -1 2

Montrer que pour la valeur optimale

2 s
ot = —————— ~ 21 —
o = TgamE 20T

)

le conditionnement de la matrice C!A est majoré par

1

1
SRR
2 2Sll’lm

condy(C1A) <

et donc que, pour n grand, on gagne un ordre en n dans la vitesse de convergence.

Correction. On note B, la matrice définie par
By— -2 (2 _g\pr
2—wl\w

C'A=DB;"B;'A=B;"(B,'AB;")BY = B;TA,BY,

On a C, = B,BT. Ainsi,
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ou A, = B;'AB;T. Les matrices C;'A et A, étant semblables, elles ont les mémes
valeurs propres et

COHdQ(C(;lA) = cond2(/~1w) = HflegH/I;lHQ.

Afin de déterminer une majoration du conditionnement, il suffit de majorer | Al
et ||A5Y|2- On a

~ (Ayz, ) (B;'AB;Tx, x) (AB;Tx, B;Tx)
| Ay ]2 = max ————— = max = max .
20 (x,1) 2#0 (x,x) 240 (x,x)

En posant y = BTz, on en déduit que

(Ay,y) (Ay,y) (Ay,y)

flw —maX—- T —MaX 7V —maxX ———— .
[Aull2 v#0 (BTy, BTy) v#0 (BT BTy, y) v#0 (Cuy,y)

De méme, on a
(Cuys y)

|AZY]; = max ~—2220
’ 70 [[Aull2

Ainsi,

-1
) = e AT (L (Ar)
mmuauA%4ﬁ%«a%w<g%Waﬂ”>

Il reste a déterminer un encadrement

(Az, x)
O<e<itan =P

Majoration . On décompose C,, sous la forme
w —1 T
Cw = A + —FwD Fw 9
2—-w

avec F,, = “T’lD — E. Pour tout = # 0, on a

2 —
YAy — O)ay 2y = —(F,D'FT2, ) = —(D'Flz, FT2) < 0,
w

puisque la matrice D~! est définie positive. Il en découle que 8 = 1.
Minoration . On écrit cette fois (2 — w)C, = A+ aD + wG avec

D 2 —w)?
GeppE" P o =)
4 4w
Pour x # 0, on calcule le rapport
Cw b D ) G )
(2 w)< a::v):1+a< Rt A et b
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; _ =P
Puisque (Gz,r) = —5;-, on a
(Coz,x) (Dx, ) 2a ||z|? 2a
y R Rt el Al R ik el A M| Iy N E N
=) e S e T R ) S e (A)
ol A\pin(A) = 4h =1 sin? ﬁ est la plus petite valeur propre de A. On peut donc
prendre
a -1
2 sin m
B ( L, 2-w )‘1
- ) T ’
2—w 2wsin 5r)
et ] 5
condy (CTA) < - d

2 s :
2—w 2w sin 2(n—+1)

La minimisation du terme de droite par rapport a w conduit a la valeur optimale

2
—— ~2(1 - T
1—}—281n% n-+1

)

Wopt =

et a la majoration

1+ 1
2 2811’1%

condy(CTA) <



