Chapitre 8
PROBLEMES D’EVOLUTION

Exercice 8.2.1 Soit Q un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final T > 0,
une donnée initiale ug € L*(f2), et un terme source f € L*(]0,T[; L?*(2)). On consideére
la solution u de I'équation

% —Au=f p.p. dans 2x]0, T'[
w=0 p.p. sur 90 x]0,T| (8.1)

u(z,0) = up(x) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

t
1/u(m,t)%lx—i—/ /\Vu(:c,s)|2dxds zl/uo(x)de
2 Ja 0 Jo 2

+/0t/ﬂf(x,s)u(x, s) da ds.

2. Démontrer la propriété suivante, appelée “lemme de Gronwall” : si z est une
fonction continue de [0, 7] dans RT telle que

(8.2)

2(t) §a+b/tz(s)ds Vtel0,T],

ou a, b sont deux constantes positives ou nulles, alors
2(t) < ae’ Vit 0,T).

3. En appliquant le lemme de Gronwall avec z(t) = 3 [, u(z,t)*dz, déduire de (8.2)
que, pour tout ¢ € [0,77,

%/Qu(x,t)2d:c+/ot/g|vu<x, §)2dzds < %t </Qu0(x)2dx
—|—/OT/Qf(x, s)%ixds).

(8.3)
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Correction.

1. En intégrant le produit de I’équation d’évolution par w sur €2, on obtient

ou
—u—A = )
/Q <8tu uu) dx /qudx

Par intégration par partie et en échangeant I'opérateur de dérivation en temps
et intégrale, il vient

d (1
pr (E/ﬂzﬁdx) —I—/Q|Vu|2dx:/ﬂfudx.

I1 suffit alors d’effectuer une intégration en temps pour obtenir 1’égalité désirée.
2. Soit v(t) =a+ bfg z(s)ds. La fonction v est de classe C' et

V'(t) = bz(t) < bu(t).
Ainsi,
(v(t) exp(=bt))" = exp(=bt) (V' (t) — bu(t)) <0
et v(t) exp(—bt) < v(0) = a. Comme z(t) < v(t), on a montré que
z(t) < aexp(bt).

3. On pose

szééwww&m

0— % (/Q |u0(x)|2dx+/oT/Q|f(:1:,s)|2d:cds)

et b = 1. D’apres I'égalité d’énergie établie précédemment et en utilisant
I'inégalité fu < (|f]* + |u]?)/2, on a pour tout 0 <t < T,

2(t) < z(t)+/0t/Q|Vu(m,s)|2d:pds

%(/Q |u0(x)|2dac+/0t/g|f(x,s)]2+\u(m, S)deds)
< a—l—/otz(s)ds.

D’apres le lemme de Gronwall, z(t) < ae’. En intégrant cette inégalité, on
obtient

IN

¢
a +/ z(s)ds < ae’.
0

Cette derniere, combinée a la précédente, implique que

1 t
—/ ]u(m,t)]de—i—/ /!Vu(x,s)\zdxds
2 Ja 0 Jo

<5 ([ mowrars [* [ 11 pasis) e
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Exercice 8.2.2 Au vu de |'estimation

/Qu(:c,t)zdx + /Ot/Q|Vu(x,s)\2dxds <C (/Q up()*dx + /Ot/ﬂf(x,s)deds> )

(8.4)
vérifiée par la solution u de (8.1), ou la constante C' est indépendante de 7', on voit que
le terme e’ n'est certainement pas optimal dans la majoration (8.3). Cette estimation
peut étre améliorée en raisonnant de la facon suivante, avec une variante du lemme de
Gronwall.

1. Soit a € R™ et g € L*(]0,T) tel que g > 0. Montrer que, si z(t) est continue de
[0,T] dans RY et vérifie

2(t) <a-+ Q/Otg(s)\/z(s)ds Vtel0,T],
alors 2(t) < (\/5—1— /Otg(s)ds) Vi e [0,T).

2. Déduire de (8.2) que, pour tout t € [0, 77,

/Q (2,1) da:+2/ /|Vux OPdeds < ((/uo( )2dx)1/2
L))

1. On suppose dans un premier temps que g est une fonction réguliere. Soit € un
réel strictement positif. On pose

v(t) =e+a+ 2/0 g(s)\/z(s)ds.

(8.5)

Correction.

Comme g(s) z( ) est une fonction continue, la fonction v est dérivable et
= 2¢(t)\/z(t). Comme z(t) < v(t) et que g est une fonction positive,

V'(t) < 2g9(t)\/v(t).

Enfin, v(t) > 0, ainsi d’apres l'inégalité précédente, v'(t)/2/v(t) < g(t) et par
intégration, on obtient

Vo) — v/o(0) < / o(s)ds

Alinsi, pour tout & > 0,

2

(0 <olt) < (vaTe+ | tg(s)ds)
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Il suffit de passer a la limite lorsque € tend vers zéro pour obtenir I'inégalité
désirée.

Si g n’est pas continue, on raisonne par densité. Soit g € L%*(]0;T|) tel que
g > 0 presque partout. Il existe une suite de fonctions régulieres g, positives,
convergeant vers g dans L?(]0; T'[). Pour tout n, on a pour tout ¢ € [0; 7],

t
1/2
2(t) < a+ llgn = gllzzgorn 1210y + 2/0 gn(s)V/2(s)ds.

D’apres ce qui précede,

t
1/2
2(t) <a+ llgn — gllz2gop 12l ey + 2/0 gn(s)V/ 2(s)ds

t 2
1/2
= (\/a +1l9n = llz2q0:70 1210 +/ gn(s)ds) .
0

Il suffit alors de passer a la limite lorsque n tend vers I'infini pour conclure.

2. D’apres I'égalité d’énergie (8.2) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Au@ﬂ%ﬁﬂ/{/WM@ﬂ%Ms
g/ﬁ o(x 2dm—|—2/ (/fa:s da:) 2(/Qu(x,s)2dx)l/2ds.

On applique la variante du Lemme de Gronwall a

2(t) :/u(x,t)de+2/t/Q]Vu(x, s)[*dzds

</fxs dx)l/z
a—/Q (2)2da.

/ﬂu(x,t)devLQ/ot/ﬂ|Vu(x, s)[*dzds
< (( /Q uo(x)Qda:)l/2+ /O t ( /ﬂ f(a:,s)Qdm)l/st>

Exercice 8.2.3 On suppose que les hypotheses du Théoreme 8.2.7 sont vérifiées, que
ug € H}(Q), et que la solution u de (8.1) est assez réguliere dans ]0, T[x 2. Montrer
que, pour tout t € [0,7], on a I'égalité d'énergie suivante

Ainsi,

2
1
dxds :—/|Vug($)|2dx
2 Ja

—l—/ot/gf(x,s)%(x,s)dxds.

1
—/ |Vu(z, t)|2dz +
2 Ja

ou
—(33, 5)
ol 0l (8.6)
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Correction. En multipliant I'’équation (8.1) vérifiée par u par 94 on obtient, suite

ot
a une intégration sur {2 que

/Q —Au(x,t)%(x,t)dx+ /Q

Par intégration par partie, il vient
ou

/v<w9ﬂkwd+/ Qd—/ﬂtﬂ%tm
g u(x, 5 (& t)de o x = g z,t) 5, (@, t)dz,

ou encore en échangeant les signes dérivation et intégrale,

d (1 9 ou 2 ou
— | = d — dr = t)—(x,t)dx.
i (5 [rvupar)+ [ o= [ fte.0 500

T,t
5 (&)
Il suffit d’intégrer cette derniere équation suivant ¢t pour obtenir 1’égalité recherchée.

Ou

2
0
Gt(x’t> dx:/gf(x,t)a—z;(m,t)dx.

(1)

Exercice 8.2.4 Soit Q un ouvert borné régulier de R". Soit un temps final 7" > 0,
une donnée initiale ug € L?*(2), et un terme source f € L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que
I'équation de la chaleur avec condition aux limites de Neumann

du _Nu=f dans x]0, T
u _ sur 90 x]0, T (87)

on

u(z,0) = ug(x) dans Q
admet une unique solution w € L*(]0, T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(2)).

Correction. On applique le Théoreme 8.2.3 4 V = H'(Q),
forme bilinéaire symétrique, continue sur V'

a(u,v) = / Vu - Vudz.
Q

L*(Q) et a la

La forme bilinéaire a(.,.) n’est pas coercive, mais a(u,v) + (u,v)r2 étant coercive
sur V', les conclusions du théoréme restent valables d’apres la remarque 8.2.5. Le
probleme (8.7) admet donc une unique solution

u € L*(J0; T[; H' () N C([0, T]; L*(%2)).

Exercice 8.2.5 Soit { un ouvert borné régulier de RY. Soit A(x) une fonction de
() dans I'ensemble des matrices symétriques réelles telles qu'il existe deux constantes
£ > a > 0 vérifiant

BIEP > A(z)E- € > alé] VEERY, pp.xz e

Soit un temps final 7' > 0, une donnée initiale uy € LQ(Q), et un terme source f €
L*(]0, T[; L*(£2)). Montrer que le probleme aux limites

% — div (A(z)Vu) = f  dans Qx]0, T
u=0 sur 000, T (8.8)
u(z,0) = uo(z) pour = € (),

admet une unique solution uw € L2(]0,T[; H'(Q)) N C([0, T]; L*(Q)).
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Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-, -) symétrique définie pour tout u
et v de H}(Q) par

a(u,v) = /QA(at)VwVvdx.

Pour presque tout = € €2, la matrice A(x) étant symétrique, définie positive, elle
admet une base de vecteurs propres. Comme pour tout & € RY,

A(z)€ - € < BIEJ,

la plus grande valeur propre de A(z) est inférieure a § et ||A||; < 5. D’apres cette
majoration et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, pour tout u et v € H} (), on a

a(u,v) < 6/ Vu - Vudr < Bllul|m@llv] m@
Q

La forme bilinéaire a est donc continue sur H}(2). De plus, pour tout u € Hg (),
d’apres 'inégalité de Poincaré,

alu,) 2 o [ [Vuf*de > aCllulfyq,

La forme bilinéaire a est donc coercive. D’apres le Théoreme 8.2.3 appliqué a la
forme bilinéaire a avec H = L?(Q) et V = HJ (), il existe une unique solution
u e L*(]0,T[; H (Q)) N C([0,T]; L*(2)) au probléeme aux limites (8.8).

Exercice 8.3.1 Soit € un ouvert borné régulier de RY, et un temps final 7' > 0.
On considére une donnée initiale (ug,u1) € Hy(2) x L*(2) et un terme source f €
L*(]0,T[; L*(€2)). On considére la solution u de I'équation des ondes

/ 2
% —Au=f p.p. dans Qx]0, T'[
u=70 p.p. sur 9Qx]0, T .
u(x,0) = up(x) p.p. dans €2 (8.9)
ou

| 5; (®:0) =w(z) p.p. dans Q.

1. En supposant que la solution u de (8.9) est assez réguliere dans |0, T'[x €2, montrer
que, pour tout t € [0, 7], on a I'égalité d’'énergie suivante

|2 s [ vttt = [ueraes [ (9o i
+2//fxsatxs)da:ds

2. En déduire qu'il existe une constante C'(T") (indépendante des données autre que
T) telle que

‘?j(w t) dm+/|Vux O de <

c(T) (/u1 dx—l—/quo )|? dx—i—/ /fa:s dxds)
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3. Montrer qu'il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y com-

pris T') telle que
da:+/|Vuxt)| d:c<C(/ \(2)2dx
Q

/8u

:L’t

8t(

+/Q|Vu0($)|2dx+ (/0 (/Qf(x,s)Qd:E> 2d5>2

1. Supposons que u soit une solution suffisamment réguliere, de 1’équation des
ondes. On a

Correction.

oud*u  Ou ou

——— — —Au=f—.

ot o> Ot ot
Par intégration sur le domaine €2, il vient en échangeant les opérateurs d’inté-
gration en espace et de dérivation en temps (ce qui est licite pour u réguliere)

que
2dt zdt/W“' dx_/f

Par intégration en temps, on obtient 1’égalité voulue.

2. En appliquant I'inégalité

[ [ 56092, s < (//fz“dxds+//

a celle précédemment obtenue, on obtient que
ou

|\
§/9|u1(:c)|2dx+/QW“O“)‘QCL’C*/O /QfQ(x,s)da:ds_F Ot

D’apres le Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.1), on en déduit que pour

tout t < 7T,
d:p+/ \Vu(x,t)|[*dx

J
< (/Q |u1(:p)|2dx+/9|Vu0(m)|2dx+/Ot/9f2(x,s)dxds).

3. De I’égalité obtenue dans la premiere partie de ’exercice, on déduit a l'aide de
I'inégalité de Schwarz que

/8u2
Q| ot
< [ emanyanea [ ([ o)

dxds

N——

—(x,t)

d:)s+/ (Vu(z,t)|[*dx

2
—| dxds.

ou

T —(x,t)

dx + / |Vul? dx
0

ou

ot

) 1/2
dx) .
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D’apres la variante du Lemme de Gronwall (voir Exercice 8.2.2),

J

ou
E(:a t)

< ((/Q |u1(x)|2+|Vu0(x)|2dx)1/2+/ot (/Q f?(x,s)dx)l/2d3)2

d’ott 'on déduit 'estimation recherchée avec C' = 2 (il suffit d’utiliser I'inégalité
(a+0)* <2(a®+1?)).

2
dx—l—/ |Vu(x,t)[*dx
0

Exercice 8.3.2 On suppose que les hypotheéses du Théoreme 8.3.4 sont vérifiées, que
le terme source est nul f = 0 et que la solution u de (8.9) est réguliere dans [0, 7] x €.
Montrer que, pour tout entier m > 1, on a

2

> dr = 0.

4
dt J

Correction. 1l suffit de remarquer que la fonction 8™ 'u/9™ 1t est elle-méme
solution d’une équation d’onde avec conditions de Dirichlet homogenes au bord,
sans terme source.

oy
atmfl

o™u
otm

2
+]v

Exercice 8.3.3 Soit © un ouvert borné régulier connexe de RY. Soit ;1 > 0 et \ les
coefficients de Lamé d'un solide élastique tels que 2u.+ N > 0. Soit une donnée initiale
(ug,uy) € HY Q)N x L2(Q)V, et un terme source f € L(]0, T'[; L*(2))". Montrer qu'il
existe une unique solution u € C([0,T]; H}(Q))N N C*([0, T); L*(2))N de

2

Y div (2ue(u) + Mr(e(u)Id) = £ dans Qx]0, T,

p—
ot?
u="0 sur 00x]0, T, (8.10)
u(t =0) = ug(x) dans €2,
%(t =0) =u(z) dans .

En supposant que la solution u est assez réguliere, montrer que, pour tout t € [0, 7],
on a |'égalité d'énergie suivante
0

2
g/ﬂ (3_1; dx+;¢/ﬂ|e(u)|2da:+%/ﬂ(divu)de:g/ﬂ|u1|2da7

2 A . 9 ! ou
+u [ le(uo)|” dx + = [ (divug)“dr + f - —duzds.
Q 2 Jq 0 Jo~ Ot

En déduire une estimation d'énergie.

Correction. On introduit la forme bilinéaire a(-,-) définie pour tout u et v €
HY(Q)Y par

a(u, v) = /Q (2pe(u) - e(v) + Adiva) (dive)) da.
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La formulation variationnelle associée au systeme d’équations aux dérivées partielles
consiste & déterminer u € C([0,T]; HY(Q)™) N C([0, T]; L2(2)Y) tel que

2 2
Wﬂ(u,v)zfgf-vdw
u(t = 0) = up; %(t:O):m

pour tout v € H}(Q)V. La forme bilinéaire a est continue et coercive sur H}(Q)V. La
coercivité de la forme bilinéaire a est établie dans les preuves du Théoremes 5.3.1
et 5.3.4 et découle du Lemme de Korn 5.3.3 ou de sa version simplifiée 5.3.2.
Les hypotheses du Théoreme 8.3.1 sont vérifiées, il existe une unique solution a la
formulation variationnelle. En appliquant la fonction test v = du/0t a la formulation
variationnelle, on en déduit que

S [ e [ et [ atar) = [ 52
ii\2 ), xuﬂeuxzﬂlvux—ﬂatx.

L’égalité d’énergie en découle par une simple intégration. En procédant comme pour
I’Exercice 8.3.1 on obtient les estimations d’énergie suivantes. Tout d’abord, pour
tout T il existe une constante C'(T") ne dépendant que du temps final T telle que

A

C(T) (/Q|u1|2dx+/92,u|e(u0)|2+)\(divu0)2d:v+/0t/g|f|2dxds).

ou

ot

2
Ou dx + / 2 |e(uw))® + A(divu)?dz <
Q

ou

De plus, il existe une constante C' (indépendante de toutes les données y compris

T) telle que
Lla

/Q 21 e(uo)|? + Mdiviig)2dz + ( /0 t ( /Q | f|2dx)1/2ds)2>.

Exercice 8.4.1 On reprend les hypothéses de la Proposition 8.4.1. Soit f(z) € L?(2)
et u la solution de

2
dr + / 21 |e(u)|2 + A(divu)?dz < C’(/ |u1|2 dz+
) )

u_ Au=f dans |0, +-00[x €2
u(z,t) =0 sur |0, +00[x 0
u(z,0) = up(x) dans Q.

Soit v(z) € Hy () la solution de

—Av=f dans {2
v=>0 sur 0f2.

Montrer que limy o ||u(z,t) — v(2)||12(0) = 0.
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Correction.

On pose u(x,t) = u(x,t) — v(x). La fonction 4 est solution de 'équation de
la chaleur avec conditions de Dirichlet homogenes et condition initiale @(z,0) =
up(z) — v(x). Ainsi, d’apres la Proposition 8.4.1,

lim |ju(z,t) —v(x)| L2() = 0.

t—-+o0

Exercice 8.4.2 Soit € un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L2(2) et u la
solution du probleme

B Ay = dans ]0, +o00[x 2
u(z,t) = sur |0, +o00[x 052 (8.11)

u(z,0) = ug(x) dans Q.
Soit A la plus petite valeur propre du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet.

On note u; la valeur propre assoicée normalisé en norme L?. Montrer qu'il existe une
constante positive C' telle que

Ju(t) — afe ™My |12 < Ce ™ Vi >1, avec o) = / uouy dz, (8.12)
Q

ou A désigne la k-eme valeur propre du Laplacien avec condition aux limites de Dirichlet.

Correction.
On rappelle que la solution u de I’équation (8.11) est donnée par

[e.e]
u(t) = Z ade My,
k=1

ol A\, sont les valeurs propres du Laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet
et uy, est la famille de vecteurs propres associé, base orhtonormale de L?*(£2). Ainsi,

[e.e]
0 _—Xit o 0_—Art
u(t) — aje uy = E age” *uy.
k=2

et
00 1/2
lu(t) — afe M uy|| 20y = e (Z |a2\262w&)> .
k=2

Comme A\, — A > 0, on en déduit que

o 1/2
Ju(t) — afe ™ty 2y < e (Z |a2\2> < e |lugl| 2
k=2



145

Exercice 8.4.3 Soit Q un ouvert borné régulier de R™. On note u; la premiere fonction
propre du Laplacien dans () avec condition de Dirichlet, A; la valeur propre associée. On
rappelle que I'on peut choisir u; > 0 dans €2 (voir le Théoreme de Krein-Rutman 7.3.10)
et on admettra que I'on a aussi Juy /On > 0 sur Q. Soit f = 0, ug € L*(2) et u I'unique
solution (supposée réguliere) de (8.1).

Soit € > 0. Montrer que I'on peut trouver une constante positive K telle que

—Kuy(7) <u(z,e) < Kuy(z) Va €, (8.13)
et en déduire qu'il existe une constante positive C' telle que

max |u(x,t)| < Ce ™" Vi > e (8.14)
e

Correction. Pour tout ¢ > 0, u(x,¢) est une fonction de classe C*°(£2). Rappelons
que u(z) est également une fonction réguliere sur €2, qu’elle est strictement positive

sur ) et que duy/On > 0 sur Of.
ou 811,1
Srtwe) /S

Soit
Ky =1+ sup
On introduit les fonctions vy et v_ définies par

€N

vy (x) = Kyug () — u(x, €)
v_(z) = Kjup(x) + u(zx, e)

On vérifie sans mal que dvy/dn > 0 sur 0L2. Il existe donc un voisinage w de 95 tel
que pour tout x € w,
ve(x) > 0.

Il existe un compact A C Q tel que AU w = 2. On pose

[y = max |u(z, €) /u (2)]

et K = max(K7, K3). On vérifie sans peine que
—Kui(x) <wu(z,e) < Kuy(z).

La fonction @(x,t) = Ke (%), est une solution de I'équation de la chaleur (8.1)
sur t > ¢ avec f =0 et u(z,e) = Kuy(z) comme condition initiale. Enfin, comme

—QNL(I‘,E) < U(ZL‘,S) < ﬂ(x,e),
on déduit du principe du maximum de la Proposition 8.4.2 que

pour tout ¢t > . On a donc montré que, pour tout z € €2 et tout t > ¢,

lu(x, t)| < (KeAlg maxul(av)) e Mt

el
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Exercice 8.4.4 Soit 2 un ouvert borné régulier de RY. Soit uy € L>(Q), f € L>®(2x
R)), et w € C([0,T]; L*(2)) N L*(]0, T[; H3(2)) I'unique solution de (8.1). Montrer
que
D2
ol ey < Mollzei@y + el pqanty (8.15)

ol D = sup, ,cq |z —y| est le diametre de Q2. On pourra utilement introduire la fonction
Y € Hj(Q) telle que —A = 1 dans .

Correction. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de montrer que pour tout (¢, x) €
R} x Q,
D2
u(z,8) < [l (o) + 557l
En appliquant ce résultat a —u au lieu de u et en combinant les deux estimations
obtenues, on prouve l'estimation souhaitée.
Introduisons la fonction u, solution de

85—1: — Auy = Hf”LOO(QxR;") dans ]0; T[x

ug(x,t) =0 sur |0; T[x 082

Uy (2,0) = |lug|| Lo (0) dans €.
D’apres le principe du maximum, u < wu,. Il suffit donc de prouver le résultat
pour u = u,. Dans un premier temps, on considere le cas f = 0. Il s’agit de
prouver que pour presque tout (¢, z) €]0,T[xQ, on a |u(z,t)| < |lug|| pe(q). D’apres
le principe du maximum de la Proposition 8.4.2, on a déja u > 0. Reste a prouver
que u < [Jugl| o). A cet effet, on procede comme lors de la preuve de la Proposition
8.4.2. On introduit la fonction u = max(u— ||ugl| g, 0). En vertu du Lemme 5.2.24,

ue L*(]0,T[; HX(Q)) et
/Vu-Vﬂdx :/ IVu|*dz.
Q Q

De méme, si u est suffisamment réguliere (ce que nous admettrons par la suite),

Ou

Remarque 8.4.1 D’apres la Proposition 8.4.6, pour tout 6 > 0, la fonction u
appartient a H' ()6, T[; L*(Q)). Elle est donc assez réguliére pour que le Lemme de
troncature 5.2.24 s’applique de sorte a justifier [’équation précédente.

Par conséquent, en multipliant I’équation vérifiée par u par u, on obtient par inté-
gration sur €2, puis par intégration par partie que

th (/ [l dx) /ywy dr = 0.

En intégrant cette équation en temps, il vient

/|u|d:c——/|u \d:c—l—/ /|Vu\d:cdt—0
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Comme u(t = 0) = 0, on en déduit que u = 0, c’est a dire u < |Jug||r=. On se place
dorénavant dans le cas général (f non nécessairement nul). Soit ¥ la solution du
probleme aux limites ¢ € Hg(Q), —A¢ = 1. On pose v = uy — || f[| oo (qurr)?- La
fonction v est solution du probleme

& —Av=0 dans |0; 7T
v(z,t) =0 sur]0; T[x 5
v(z,0) = ||U0HL°<>(Q) - ||f||Loo(Qij)¢ dans Q.

Comme 1 > 0, pour tout & € 2 on a v(x,0) < ||ug||L=(o). Ainsi, pour tout ¢,
v(z,t) < [Juol| Lo - (8.16)

On a donc obtenu que uy < ||ug||ze + || f||z<. Il reste & majorer ¢ afin d’obtenir
Iestimation souhaitée. Sans perte de généralité, on peut supposer que 'origine de
RY appartient au bord de Q. Comme

—Alz[?/(2N) = 1 = —As) dans

et
|[?/(2N) > 0 = ¢(x) sur 09,

le principe du maximum implique que |z|?/2N > ¢ (z). Or |x| est majoré sur {2 par
de diametre de Q, ainsi ||¢)|| 1= (o) < D?/2N, ce qui acheve la preuve.

Exercice 8.4.5 (difficile) Démontrer rigoureusement la Proposition 8.4.5 suivante :
Soit € un ouvert borné régulier de classe C* de RY, et soit un temps final 7" > 0. Soit
ug € L*(Q), et u 'unique solution dans C'([0,T; L*(2)) N L3(]0, T[; H}(2)) de

Gu — Ay = dans ]0, T'[x (2
u(z,t) =0 sur 10, T[x 02 (8.17)

u(x,0) = ug(x) dans €.

Alors, pour tout € > 0, u est de classe C™ en x et t dans Q x [¢, T].
Pour cela on introduira, pour tout entier m > 0, I'espace

W2™(Q) = {v e H*™(Q), v=Av =---A™ v = 0 sur 90}, (8.18)

que I'on munit de la norme ||v\|‘24/2m(9) = [ [(A)™v|*dz, dont on montrera qu’elle est
équivalente a la norme de H*™((2). On reprendra la démonstration du Théoréme 8.2.3 en
montrant que la suite (wy,) des sommes partielles est de Cauchy dans C*([e, T'], W?2™(1Q2)).

Correction.

La démonstration se fait par récurrence sur m. Pour m = 1, en posant f = Awv, le
Théoreme 5.2.26 de régularité nous dit exactement que, si f € L*(Q) et v € H}(Q)
alors v € H?(2), c’est a dire que

0]l r2(0) < C||Av||12(q) pour tout v € Hy(Q).
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L’inégalité inverse est évidente, d’ou l'équivalence des normes dans le cas m =
1. Supposons que [[v[|y2mm-1)(q) est une norme équivalente & ||v[|y2on-1) pour les
fonctions de W2m=1(Q). Le Théoreme de régularité 5.2.26 nous dit aussi que

||U||H2m(Q) S CHAUHHQ(m—l)(Q) pour tout v € H&(Q),
c’est a dire, en utilisant I'hypotheése de récurrence pour v € W?2™(Q),
HU||H2m(Q) S C”A’U”W2(m—1)(g) = CHAm71<A’0)“L2(Q) = C”UHV[mm(Q),

ce qui prouve que ||v||y2m ) est une norme équivalente a ||v|| g2m oy pour les fonctions
de W2™(Q) (inégalité inverse est évidente).

On se propose de montrer que u € C*([g, T], W?™(Q)). A cet effet, il suffit
de prouver que la suite w; des sommes partielles introduites dans la preuve du
Théoreme 8.2.3 est de Cauchy pour la norme C*([g, T], W?™(2)). Notons que toute
fonction propre u; appartient & W?2™(Q) pour tout m (car A™u; = A"u; = 0 sur
0€2). On rappelle que

k
wh(t) = Z ade N,
j=1

Ainsi, soit [ et k deux entiers naturels non nuls,

. 2
Z ad (=) e N (A ;| de.
=k

2

W2m(Q) /Q

Comme u; est une base de vecteur propres orthonormale du Laplacien, (A)™u; =
(—)\j)muj et

[

[

Or pour tout € > 0, pour tout m et ¢, il existe une constant C'(¢,m, () telle que
|(_/\j)m+£€_)\jt|2 < O(5v m, 6)
pour tout ¢ > € et tout indice j. Ainsi, pour tout ¢ > ¢, on a

[l

ou le second membre tend vers zéro lorsque k et [ tendent vers l'infini. La suite
w” est donc de Cauchy dans C*([e, T]; W?™(2)). Elle est donc convergente dans cet
espace et u € C*([e, T]; W2™(Q)).

Ww2am

!
j=k
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Exercice 8.4.6 Pour ug € L?*(RY) et t > 0, on pose

1 _lz—y?
S(t)ug = W/RN uo(y)e” = dy.

Vérifier que S(t) est un opérateur linéaire continu de L?(R”) dans L?(R"). En posant
S(0) = Id (I'identité de L*(RY)), vérifier que (S(¢));>0 est un semi-groupe d’'opérateurs
qui dépendent continiiment de ¢, c'est-a-dire qu'ils vérifient S(t + ¢') = S(t)S(t') pour
t,t' > 0. Soit f € C*(RT; L*(RY)). Montrer que le probléme

{ u_Au=f  dans]0,+oo[xRY

u(z,0) = ug(z) dans RY. (8.19)

admet une unique solution u € C(R™; L2(RY)) N CY(R]; L*(RY)), donnée par

t
u(t) = S(t)uo + / S(t—s)f(s)ds, (8.20)
0
c'est-a-dire
_l—y®  dy t _le—yl? dy ds
t) = a4 — at—s) ——— =
U(ZL’, ) /[RN uo(y)e (4’/Tt)N/2 +/0 BN f(ya 8)6 (47T(t— S))N/Q
Correction.

Par mesure de commodité, on notera indifférement la transformée de Fourier
d’une fontion v par ¢ ou F(v). La linéarité de 'opérateur S(t) est évidente.
Continuité de ’opérateur. Montrons que pour tout réel ¢ positif ou nul, S(t) est
continu de L2(RY) dans L?(R”). La norme L?(R") de S(t)uy étant égale & la norme
L*(RY) de sa transformée de Fourier, il suffit de vérifier la continuité de L*(RY)
dans L?(RY) de I'application qui & uq associe F(S(¢)ug)). Notons tout d’abord que
S(t)ug est égale au produit de convolution de u est d'un Gaussienne

1 2
S(t)uy = WUO s e~ lel/At,
Or la transformée de Fourier d’un produit de convolution est égale (& un coeffi-
cient pres, du a la définition de la transformée de Fourier choisie) au produit des
transformées de Fourier. Plus précisément, on a pour toutes fonctions v et w de
L*(RY)
Flosw) = (2m)N20uw.

Enfin la transformée de Fourier d’'une Gaussienne est une Gaussienne : pour tout
réel a, on a
Flet)(€) = (20) N2 /10

On déduit de ces deux propriétés que

F(S(tyuo)(€) = ape ™
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Ainsi, pour tout ug € L?(RY),

—lgl?

1S (t)uoll 2y = ldoe™ || p2eny < [ltioll L2eyy = lluoll 2@y)

et S(t) est un opérateur continu de L*(R") dans L?*(R") de norme inférieure & 1.
Propriété de semi-groupe. Montrons que S(¢) est un semi-groupe. Pour tout
réels t et ¢’ positifs, on a

F(S(t+t")ug) = tge e 6 = F(S()ug)e ¥ = F(S#')(S(t)uo))
en appliquant la transformée de Fourier inverse, on obtient que
S(t+t) (ug) = S (S(t)ug).

Ainsi, S(t+t') = S(t')S(¢t).
Cas homogene. On considere tout d’abord le cas homogene, c’est a dire f = 0.
Montrons que u(-) = S(-)ug € C(R*T, L*(RY)). Soit ¢ et ¢’ réels positifs ou nuls, on a

[u(t) = w(t) || 2ry = [(S(F) = S(&))uoll L2
< lug = S(|t = t')uoll L2@ry = [|(1 — 67"l2lt7t/|)ao(')HL?(RN).
Or |(1 — e BPI=¥1)g| est borné uniformément par rapport & ¢ et ¢ par 2|io|. Ainsi,
par application du Théoreme de convergence dominé de Lebesegue, on en déduit la
continuité de application u de RT & valeurs dans L*(RY).
Montrons que u(-) = S(-)ug € C*(R}, L?(RY)). Notons qu'il est équivalent d’établir
la dérivabilité de la transformée de Fourier de u. On rappelle que

F(S(t)ug) = e " g,
d’ou on déduit formellement que

d

Z (F(S(t)uo)) = —[e[Pe M g = —[¢PF(S()uo)-

En appliquant la transformée de Fourier inverse a cette expression, il vient

d

5 (5()uo) = A(S(t)up),

d’olt on déduit que S(t)ug est solution de I’équation de la chaleur avec second membre
nul. Reste a établir rigoureusement que F(S(t)ug) est dérivable de R} a valeurs dans
L?(RY). Notons tout d’abord que |€|2e~ €4 apparient effectivement & L2(RY). Afin
de prouver qu’il s’agit de la dérivée de e“ﬂZ%O, il reste a établir que pour tout t > 0,

1(88) 7 (e 10D — e Gt e ) | ey = 0(81).

A cet effet, on peut utiliser la formule de Taylor avec reste intégrale suivante

1
eI+t — oIl _ gl 2em 6P 4 (6t)2/ |¢[te 6P (+s0t) g
0
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On en déduit que des que 6t > —t/2, on a
1 1
S (N0 _ Ity 5pe ety — gy / g[teEP e g < g / €[teleP2 g,
0 0

Or, pour t fixé, on a
2
sup |€|*e ™12 = Oy < 0.
13

Il s’en suit que
_ _ 2 _ 2 _ 2
1(38) 7 (eI 00 — 7l gt Pe™ )| Loy < Cilluol| 2 @)t

ce qui conclut la preuve de la dérivabilité de v dans le cas f = 0.

Cas non homogene. D’apres les résultats précédents, on a établi que dans le cas
f =0, la fonction u définie par (8.19) était solution de (8.20). D’apres la linéarité
de la définition (8.19) de u et de I'équation (8.20), il suffit de considérer le cas f # 0
et ug = 0 pour conclure. Dans ce cas, on a

u(t) :/0 S(t—s)f(s)ds.

Par un simple changement de variable, on en déduit que

u(t) :/0 S(s)f(t—s)ds.

Enfin, 'opérateur S(s) étant uniformément continu de L*(RY) & valeurs dans L?(R")
et f appartenant a C*(R*, L2(R")), on en déduit que u est dérivable par rapport &
t dans L2(RY) et que
du ¢ ,
pri S(s)f'(t —s)ds+ S(t)f(0).
0

Il en découle que
di o teslel? fr —e? 7
Q) = [ I s ) ds 4+ P f(0,6).
0
En effectuant une intégration par partie sur le premier terme du membre de droite
de cette équation, il vient

di 2 A t t 2 A 2 A
GO = [T ] — e [ IR s s+ 1 0,

t
0
= f(t,€) — €.
Par transformation de Fourier inverse, on en déduit que
du

oA
dt u+f7

= f(t6) — e / e =IEE (s, €) ds

et on a évidemment u(t = 0) = 0.
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Exercice 8.4.7 (égalité d’énergie) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(8.19) avec f = 0. Montrer que, pour tout 7" > 0,

1 T 1
—/ U(ZL‘,T)QdZU—I—/ / |Vu(x,t)*dz dt = —/ uo(z)d.
2 RN 0 RN 2 RN

Correction. On rappelle que la transformée de Fourier de Vu est iu. Comme la
transformée de Fourier est une isométrie de L2(RN) et @ = tige "%, on a

1 T
Dy + [ V(O3
0

1

T
D ey + [ €GO,
0

1 ) T .
=5 |l Pe T ac+ [ [ Rt e e

e e O R (N e R
2 RN ’ 2 RN JO at ’

1 1
=5 | 1@ = ZlualEaany

Exercice 8.4.8 (principe du maximum) Soit « la solution de I'équation de la cha-
leur (8.19) avec f = 0. Montrer que, si ug € L>(RY), alors u(t) € L>*°(RY) et

”u(t)HLOO(RN) < HUOHLOO(RN) Vit > 0.
Montrer que, si ug > 0 presque partout dans RY, alors u > 0 dans R x R} .

Correction. On majore la formule explicite pour u

[[uo]] oo Ly
oo < Y /4t == .
Juldll~ < g [y = ol
Enfin, d’apres I'expression de explicite de u en fonction de uyg, il est évident que si
ug > 0 presque partout, u > 0 presque partout.

Exercice 8.4.9 (effet régularisant) Soit u la solution de I'équation de la chaleur
(8.19) avec f = 0. Montrer que u € C*(R" x R}).

Correction.
D’apres l'expression de la transformée de Fourier de w,

ﬁ(f, t) = ﬁ0<£>ei|£‘2ta

pour tout multi-indice « et pour tout ¢ > 0, la fonction (§,t) — [£|*0(E, ) est
continue en temps a valeurs dans L?(RY). Ainsi, par transformation de Fourier
inverse, 0%u est un élément de C(R], L?(RY)). En d’autres termes, pour tout entier
m, u appartient & C'(R}, H™(RY)). D’apres les injections de Sobolev, on en déduit
que u(t) € C(R},C=(RY)). En effectuant une analyse similaire sur 2:*, on en déduit
que u € C®(RF, C®(RY)) = C=(RY x R]).
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Exercice 8.4.10 (comportement asymptotique) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (8.19) avec f = 0. Montrer que

lim u(z,t)=0 VYt>0, et lim u(z,t)=0 VzecRY.

|z|—+00 t——+00

Correction.
Soit 7 un réel positif, on décompose I'intégrale définissant u(x,t) en deux inté-
grales

_lz—y|?

1 _le—yl?
u(z,t) = —(47rt)N/2 (/x—y|2r uo(y)e dy + /|m_y|9 uo(y)e dy).

En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz a chacun des termes, on en déduit que

1 _lz—y)? 1/2
()] < ||uo||L2RN( [ et
(47Tt)N/2 RY) la—ylzr )

( / |uo<y>|2dy>”2).
L2(RN) lz—y|<r

On note B, la boule de rayon r centrée en l'origine. On a

2
—lz|

e 4

+

1 —lof?
u(z, )] € 5 | luoll 2 ||e ™
(47t) L2(RN\B,)
g2 , 1/2
+ e = |uo(y)[” dy
L2(RN) lz—y|<r

a2
Pour tout réel € > 0, pour r assez grand, on a ||ug||r2@n)le T | z2@™\B,) < €. De
plus, pour z assez grand (r étant fixé), comme u® € L2(RY), on a

1/2
([ lwPa) <
L2(RN) lz—y|<r

2¢e
(4mt)N/2 -

—|x|?
e 4t

Ainsi, pour tout e, pour x assez grand on a |u(z,t)| < En d’autres termes,

lim wu(z,t) =0 pour tout ¢ > 0.

|z| =400
On rappelle que a(,t) = ao(g)e*\fl%. Ainsi,
~ ~ _ 2
ey = N ey = | T g
et d’apres le Théoreme de convergence dominé de Lebesgue, |u(t)||2m~) converge

vers zéro lorsque t tend vers 'infini. Le méme raisonnement appliqué aux dérivées
partielles de u d’ordre quelconque nous donne que pour tout entier m, la norme
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H™ de u(t) converge vers zéro lorsque ¢ tend vers U'infini. D’apres les injections de
Sobolev, on en déduit que, pour tout entier r, la norme de u(t) dans C"(R) tend
vers zéro quand ¢t — oco. En particulier,

lim u(z,t) = 0 pour tout z € RY.
t—+o0

Exercice 8.4.11 (vitesse de propagation infinie) Soit u la solution de I'équation
de la chaleur (8.19) avec f = 0. Montrer que, si uy > 0 et ug # 0, alors u(z,t) > 0
dans RV x R}

Correction.
Soit ug > 0. D’apres le principe du maximum, on a u > 0. Par contraposé, il
suffit donc de montrer que s’il existe (z,t) € RY x Rf tel que u(x,t) = 0, alors

up(y) = 0 presque partout. Ce dernier résultat est plus ou moins trivial, en effet,
N . - . _le—y)?
d’aprés Dexpression explicite de u(x,t), si u(z,t) = 0, on a ug(y)e™ i = 0 pour

presque tout y et donc uy(y) = 0 presque partout.

Exercice 8.5.1 Soit n > 0. On considere |'équation des ondes amortie

2y u *
?,7+77%—Auzf p.p. dans 2 x R%

u=">0 p.p. sur 02 x R%
u(z,0) = ug(x) p.p. dans x € Q (8.21)
9u(2,0) = uy () p.p. dans x € €.

On suppose que u est une solution suffisamment réguliere de (8.21) et que f est nul
apres un temps fini. Montrer, a I'aide d'un lemme de Gronwall (voir I'Exercice 8.2.1),
que u et g—? décroissent exponentiellement vers zéro lorsque le temps ¢ tend vers |'infini.

Correction.

Comme on s’interesse uniquement a une propriété asymptotique de la solution
et que f est nul pour ¢ assez grand, on peut supposer, sans perte de généralité,
que f = 0. Soit o un réel strictement positif. On pose v = e**u. La fonction v est
solution du probleme aux limites

%—l—(n—?a)%—Av—l—a(n—a)v:O p.p. dans  x R*

v=20 p.p. sur 992 x R%
v(x,0) = vo(x) p.p. dans z € Q
9 (z,0) = v () p.p. dans z € Q.

ol vy = ug et v1 = aug + uy. En multipliant I'équation vérifée par v dans 2 par
OJv/0t, on obtient suite a une intégration par partie et un échange de l'opérateur
d’intégration par rapport au domaine et de dérivation par rapport au temps que
d (1 / ?
dt \ 2 Jq

v dx.

ot

dv
ot

+ | Vo]? — aln — a)|v|? dw) = (2a — 77)/Q
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Ainsi, si @ < /2, on en déduit qu'il existe C, tel que

3!
2 Ja

Enfin, d’apres I'inégalité de Poincaré, il existe une constante C' > 0 telle que
/ Vo|*dx > C’/ [v|? du,
Q Q

2
+(C = a(n— o)) dz < C,.

2

ov + | Vo]? — a(n — a)v)? dz < C,.

ot

et la majoration suivante

1

2 Ja
Il existe a (strictement positif) tel que C'—a(n—a) soit strictement positif (il suffit de
choisir « assez petit. Il découle de I'inégalité précédente que les normes L? de dv /0t
et de v sont bornées, pourvu que o € R soit choisi suffisamment petit. Comme

u=e et Ju/ot = (Ov/Ot — av)e™™, u est Ju/Ot déroissent exponentiellement
vers zéro lorsque t tend vers l'infini.

v
ot

Exercice 8.5.2 Soit u(t, z) la solution, supposée suffisamment réguliére, de I'équation
des ondes (8.9). En I'absence de terme source, montrer que

o1 o1t , 1
lim — de = lim - \Vu|”dz = = Ey,
t——+oo { 0o Ja t—4oco t o Ja 2

avec Fj I'énergie initiale

2

u
ot

Eoz/ u (, t)[? dm+/ Vg (z,t)]* da.
Q Q

Pour cela on multipliera I'équation (8.9) par u et on intégrera par partie.

Correction.
En multipliant ’équation des ondes par u, on obtient par intégration sur 2x]0, ¢[

t aQu t
/ / ——u(z, s) dxds—l—/ / |Vu(x, s)|* dvds = 0.
0 Jo Ot 0 Ja

En intégrant par partie en temps le premier terme de cette équation, on en déduit
que

t
@u(:c,t)dx—/uluodx—//
o Ot 0 0 Jo

que

2 t
da:ds—l—/ /\Vu(x,s)|2dxds
0 Jo
=0.

ou
a(xv 8)
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Ainsi,

1 t t 2
- / /|Vu(x,s)|2dxds—/ / dxds
t\ Jo Ja 0 Jo
1 400
= - (/ uluoda:—/@u(a:,t)d:v> SmasaNy(}
t \ s o Ot

car fQ %u(z,t)dx est uniformément borné en temps. D’autre part, I’équation de
conservation de I'énergie implique que

1 t t
- / / |Vul*dzds +/ /
t \Jo Ja 0o Ja

En sommant ces deux équations on obtient que
1 t
),
1 t
- / / |Vul*dz,
t Jo Ja

Exercice 8.5.3 On considere I'équation des ondes dans tout I'espace R

Pu Ay =0 dans RY x R*

ou
E(xvs)

du
ot

2
dxds) = k.

ou|?
—1 d
at| ¢

et donc

convergent vers Ey/2.

92
u(x,0) = up(z) dansz € RY (8.22)
94(2,0) = uy(z) dansz € RY,

avec une donnée initiale (ug, u;) réguliére et a support compact. Montrer que la solution
u(t, z) peut se mettre sous la forme

w(z,t) = (Mu)(z, 1) + (‘9(1‘;“@) (z,1),

ou M est un opérateur de moyenne défini par
+t

SN =1, (Mv)at) = %/ o(z — £)de,

—t

1 —
i N =2, (Mo)(a,t) = o /mq ;g—_ifgpdg,

siN =3, (Mv)(z,t)= 4% /M:tv(:v —&)ds(§),

ou ds(§) est la mesure surfacique de la sphére. En déduire que la solution u en (¢, x)
ne dépend que des valeurs des données initiales ug et u; sur la boule |z| < . (Pour
savoir comment on trouve les expressions ci-dessus de |'opérateur M, nous renvoyons au
chapitre 9 de [3].)
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Correction.
On procede de maniere identique dans les trois cas : dans un premier temps, on
vérifie que pour toute fonction v,

O*Mwv
ot?
Pour tout couple (x,t) tel que t > 0. On en déduit que la fonction u définie a 'aide

de Muy et Mug vérifie bien I'équation des ondes. Il reste a montrer qu’elle vérifie
les conditions aux limites, c¢’est a dire que

(x,t) = A(Mv)(z,t) (8.23)

Muv(z,0) =0
OMwv

Y .0) = (o)
9> Mv
W(%O) =0

Le cas N = 1 est essentiellement élémentaire. Etudions directement les cas N = 2
ou 3.

Cas N=2. Tout d’abord, on effectue un changement de variable afin de définir Mwv
a I’aide d’une intégrale dont le domaine est indépendant du temps. On a

1 v(x — &)t
Mo~ g f T

Si on suppose que v est assez réguliere, on peut échanger les opérateur d’intégration
et de dérivation lors du calcul des dérivées partielles. On obtient

9> Mv 1/ t(D*v(x —t£)€) - & — 2Vu(z — t€) - €
l€1<1

o om (1 - €)™

dg

1 Av(z — t§)

Afin de vérifié (8.23), on introduit, pour tous x et ¢ > 0 fixés, la fonction w(§) =
v(z — t€). Des expressions de 92 Mv/0t? et de A(Mwv), on déduit que

PMv 1 (D*wé€) - £+ 2Vw - &
o~ omt /5|<1 (DR
et que A
1 w
A0 = 3 J T e

Soit r un réel strictement positif tel que » < 1. Par intégration par partie, on montre
que

_Aw e Vw - € 1 |
/M =2~ /|£ - lepe® t iy /E-T(V“’ s -
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De méme,

(D)€ .
/|£|<r L jepyie ™=

2 1 r
[0 (e + ) g [ Teed

On effectue la soustraction de ces deux expressions, puis on fait tendre r vers 1. Les
termes de bords tendent vers zéro, ce qui établit que

Aw — (D*wg) - § Vuw - ¢
d¢ = I N T
/|£|<1 FEERIE 2L<1 - epe®

De I'expression des dérivées partielles de Mv en fonction de w, on en déduit que Mv
vérifie I’équation des ondes (8.23). Reste a prouver que Mv vérifie bien les conditions
aux limites annoncées en ¢t = 0.

On a évidemment Muv(t = 0) = 0. De plus,

oMv 1 / —tVo(x —t€) - € +v(z — t§)
l§1<1

de .

ot 2 (1 - [¢P)172

Ainsi,

oOMv 1 1
or (=0 =vltg /|£ =g %

En passant en coordonnées polaires afin de calculer le terme intégrale, il vient

oMv

T (t=0)=v.
Enfin,
9*Mv 1 / Vou(z) - & 1/ o1
t=0)=—— s d = — Ve (Vo(z)(1 — /2y de .
atg ( ) T €l<1 (1_|§|2>1/2 5 T €<1 13 ( ( )( |£| ) ) 5
Par intégration par partie, on obtient que
PMv, 1 N
T =0 = [ (el =0

Cas N=3. On procede au calcul des dérivées partielles de Mv comme précé-
demment. Il vient

oMy _ 1 / HD?o(x — €)E) - € — 2V - €) ds
|§]=1

o2 4rx

et
1
A(Mv) = E[ﬂ_l tAv(x —t&) ds .
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Soit (x,t) fixé tel que ¢t > 0. On introduit la fonction w(€) = v(z —t£). On a

9*Muv 1

— 2 . .
5 = il /|£_1(D wé) - &+ 2(Vw - &) ds

A(MU):L/ Awds .
At Jig=1

Il suffit donc de remarquer que
/ (D*wé +2Vw — Awé) - £ds =0,
|€]=1

en tant que flux d'un champ de divergence nulle. En effet,
V- (D*wé) = V(Aw) - £+ Aw

et (en dimension 3),

V- (Aw) = 3Aw + V(Aw) - € .

Pour finir, il est aisé de vérifier que Mwv vérifie bien les conditions aux limites an-
noncées (pourvu qu’on sache que la surface de la sphere est 47).

Exercice 8.5.4 On considere I'équation des ondes (8.22) dans un domaine 2 C RY
avec des conditions aux limites indéterminées mais homogenes, et une donnée initiale
(ug, up) réguliere et a support compact dans 2. Vérifier qu'il existe un temps 7" > 0
tel que sur I'intervalle [0, 7] la solution est encore donnée par les formules de I'Exercice

8.5.3.

Correction.

Soit K 'union des supports de ug et u;. Si T est inférieur a la distance de K a la
frontiere de €2, la solution explicite donnée par I'exercice précédent est aussi solution
de I’équation des ondes dans le domaine 2. En effet, les conditions aux limites sont
vérifiées, car u(x,t) est nul des que la distance de x & K est supérieure a t.

Exercice 8.5.5 (application musicale) En admettant que le son se propage selon
I'équation des ondes, montrer qu'il n'est pas possible d'écouter de la musique (audible)
dans un monde de dimension spatiale N = 2, alors que c'est (fort heureusement) possible
en dimension N = 3.

Correction.

En dimension 3, d’apres l'expression de la solution de 1’équation des ondes
obtenu a I’Exercie 8.5.3, on constate (en considérant une source sonore ponctuelle)
que cette derniere est indépendante du point ’espace considéré, a un amortissement
et un décalage temporel pres. Tout auditeur pergoit donc le méme son (tout comme
le musicien par ailleurs) et seul la puissance du signal regu varie. De plus, le son
percu ne dépend que du son émis a un instant donné, ce qui permet en particulier au
musicien d’excercer un retro-controle. Ces deux propriétés ne sont plus vérifiées en
dimension 2. Le son pergu (méme en considérant une source ponctuelle) dépend de
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I’emplacement de 'auditeur et dépend de plus de tout le passé. Cela rend la tache
d’un musicien délicate méme en considérant qu’il n’y a qu’un seul auditeur en un
endroit donné : il lui serait nécessaire de résoudre en temps réel un probleme inverse
difficile. Enfin, il est a noté qu’en dimension 2, il est tout simplement impossible
d’obtenir un silence absolu (méme si la ”pollution sonore” décroit progressivement
au court du temps).

Exercice 8.6.1 La discrétisation en espace d'une équation parabolique conduit a la
résolution de I'équation différentielle ordinaire

dU
MG () + KU =b(t) -

Ult=0)=U"

ol M et K sont les matrices de masse et de rigidité associées au probleme et U(t) € RY
est le vecteur constitué des degrés de libertés de |'approximation spaciale choisie. Dans
I'optique de résoudre numériquement cette équation ordinaire, on introduit le #-schéma
consistant a calculer une approximation U™ € RY de U(nAt) définie par

Un+1 —_yn
MZ—— + K (0U™ + (1= O)U") = b(taa) + (L= O)b(ta).  (825)

ou 6§ € [0,1]. Pour # = 1/2, on obtient le schéma de Crank-Nicholson. Nous allons
également considéré un autre schéma, dit de Gear, défini par

3U™ — 44U U
M AL i + KU = b(t,41). (8.26)

Montrer que le schéma de Crank-Nicholson et celui de Gear sont d’ordre 2 (en temps),
tandis que le O-schéma pour 6 # 1/2 est d'ordre 1.

Correction.
Schéma de Crank-Nicholson et #-schéma

Soit U la solution de ’équation différentielle (8.24). L’erreur de troncature du
schéma du #-schéma est

U(tn—H) B U(tn)
At

EU)=M + KOU (tps1) + (1 —0)U(L,))

= (0b(tns1) + (1 = 0)b(tn)) -

En effectuant un développement de Taylor en t = t,,, on obtient

dU M 22U dU  db
BE(U) = ( ME- A NN G °c v
) (MdtJrlCU b)+ t(2 dt2+9(/cdt dt))

MABU KU  6d%* )
+ (At)Q (FW + 7W - 5@) + O((At)d)
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En exploitant 1’équation vérifiée par U, on en déduit que

1-20 (db B
. (E—ICM (b—ICU))

,1-30

E(U) = At

((ICM‘l)Q(b — KU) + ICM‘1% + %) + O((A1)?).

+ (At)

Pour 6 # 1/2, le §-schéma est d’ordre 1 en temps tandis que le schéma de Crank-
Nicholson (qui correspond au cas 6 = 1/2) est d’ordre 2 en temps.
Schéma de Gear

Dans le cas du schéma de Gear, I'erreur de troncature est

2U (tps1) — AU (tn) + Ul(tn-1)
2At

En effectuant un développement de Taylor en ¢t = ¢,,,1, on obtient

B(U) = (Md—U +KU - b) (hor) + B0 20

E(U) =M

+ KU (tas1) — b(tarr).

[~ a"v 3
" M ) + 021,
Si U est solution de (8.24), on a donc

(At)? AU
3 M dt3

Le schéma de Gear est donc d’ordre 2 en temps.

E(U) = (1) + OU(ALP).

Exercice 8.6.2 On considére le §-schéma (8.25) avec 1/2 < 6 < 1. On note ||U||pm =
VMU - U. Démontrer |'équivalent discret suivant de I'inégalité d'énergie (8.17)

no T
[0, + 3 AtKOm - O < C (HU% b [ I + 0<1>) .

n=0

oli ng = T'/At. Pour cela, on prendra le produit scalaire de (8.25) avec U™ = U™ +
(1—-0)U".

Correction. Afin d’établir I'inégalité d’énergie demandée, on procede comme dans
le cas continue. A cet effet, on utilise une version discrete du lemme de Gronwall :
Si v™ est une suite de réels positifs tels que pour a > v® > 0et b >0, on a

"t < a—l—va”,
p=0
alors pour tout n, on a
v" <a(l+0b)".

Dans un premier temps, nous allons donc démontrer ce lemme, puis 'appliquer au
f-schéma afin d’obtenir 'estimation d’énergie souhaitée. On introduit la suite w,
définie par

n
Wt =a+0b E w?,
p=0
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w' = a. On vérifie que w™ = a(1l + b)" et que v" < w™, ce qui prouve la version

discrete de lemme de Gronwall. Nous allons maintenant appliquer ce lemme afin
d’obtenir 'estimation voulue.
Notons que

MU = Um) - (U™ + (1= 0)U™) = [|U™ |3 — 1U" [
+ (20 — )| U™ = U3
En effectuant le produit scalaire de (8.59) avec U" = QU! + (1 —0)U", on obtient
U5 = 1014
2A¢t 2At
Comme 6 > 1/2, par sommation de la relation précédente, il vient

U™ 153 —
2At

1 o .
|U™ — UM%+ KU™ - U™ = (6,41 + (1 —6by,)) - U™

U,
(01 + ZICUP Ur < Z (0by41 — (1 —0)b,) - (OUPT — (1 —0)UP).
p=0 p=0
(8.27)
Majorons le terme de droite. D’apres la définition de b, on a

(Opir — (1= B)by) - (BUP* — (1 — O)U7)
= [ 0F ) + (1= 00 (0) - 0u + (1= 0)a)
On en déduit que
(s — (1= )b, - (OUP* — (1 — O)U7)
(||9f( i)+ (1= 0 F(t)I12: + 106 + (1 — O)ufI22)

De la définition de M et en utilisant la convexité de I'application z +— 22, il en
découle que

(Obpe1 — (1= 0)by) - (OUT — (1 = O)U”)
(O1f o)l + (1 = O E) 1T + OIUP R + (1 = O)IUP[5)
L’inégalité (8.27) implique ainsi

n+1 n+1
e (I = Wal3) + S Km0 < L (an ||L2+Z||Up||M,>-

p=0

bDIhd

bJIhA

On réarrange les différents termes de 'inégalité afin d’obtenir une majoration nous
permettant d’appliquer 1’équivalent discret du lemme de Gronwall.

AL o o
U3 + s Y KU - U7
p

1 o n+1
S (an ||L2+ZHUP||M
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On applique la version discrete du lemme de Gronwall a v, = ||U"||3,,

L2+ — Lo SO e b= A
1— At M 1—Atp:0 p/IIL% T 1At

a =

Pour tout n < ng, on a v, < a(1+ b)". En particulier,

a—}—vap < a(l+b)",

p=0

et

1 A
§||Un+1y|i4 +(1— Ay KU - UPAL <

p=0
no+1
(1— Ay~ (Z 1f(t)lI7A¢ + HU0H%> :
p=0

Notons que (1 — At)™" est majoré par une constante indépendante du pas de temps
At (mais dépendant du temps final T = noAt). En effet, (1 — At)™" — ¢’ lorsque
At tend vers zéro (avec n = t/(At)). On retrouve ainsi I’équivalent discret de 'esti-
mation d’énergie de I’Exercice 8.3.1.

Exercice 8.6.3 Montrer que le schéma de Gear (8.26) est inconditionnellement stable.

Correction. On prouve la stabilité en établissant une estimation d’énergie du
méme type que celle obtenue dans I’Exercice 8.6.2. On note tout d’abord que

n n n— n 1 n n
ME v 0 0 = 3 (10 R~ 07

20— U, — 20" — U+ U — 207 + U"—%).

On effectue le produit scalaire du schéma de Gear (8.26) par U""!. En majorant le
second terme, on obtient

(0™ B = 03 + 1207 = U3, — (207 = U )

o

n n 1 n 1
L AHKCUP . U < At (§HU H”i/z + 5Hf(tnﬂ)uig(m) .

Par sommation, on en déduit que

n+1
(1= 2A8)[|U™ 3+ ALY KUP - UP
p=1
n+1 n
< 20" = UO13 + UM + 2080 Y1 F )12 +2(a8) S U713,

p=1 p=1
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En appliquant la version discréte du Lemme de Gronwall & v, = ||[U"||?,

n+1
= (1—2At)7" <||2U1 U3+ UM R + 2000 D 11 £ (L ||L2>

p=1

et b =2At/(1 — 2At), on obtient 'estimation d’énergie

no+1
IU 3 < (1 = 2A8) 70D <||2U1 U+ 10 e +2 ) (1F HL?At)

p=1
pour tout n < ng. Enfin,

(1 - 2At) (n+1) efln(172At)(n+l) < efln(172At)T/At _ €2T + 0<1)
Pour un temps final fixé, le schéma est donc stable.

Exercice 8.6.4 On résout par éléments finis IP; et schéma explicite en temps I'équation
de la chaleur (8.1) en dimension N = 1. On utilise une formule de quadrature qui rend
la matrice M diagonale (voir la Remarque 7.4.3 et |'Exercice 7.4.1). On rappelle que |a
matrice K est donnée par (6.1) et qu'on a calculé ses valeurs propres lors de I'Exercice
13.1.3. Montrer que dans ce cas la condition CFL

max \; At < 2, (8.28)

oll les )\; sont les valeurs propres de KU = AMU est bien du type At < Ch?.

Correction. La matrice M obtenue a 'aide de la méthode de mass-lumping est
M =hId.

Ainsi, les valeurs propres \; sont égales aux valeurs propres de K divisées par h, et

)\—4h sin? o .
2(n+1)

On en déduit que \; < 4h~2, on retrouve une condition CFL classique, c’est a dire
2At < b2

Exercice 8.6.5 Ecrire le systéme linéaire d’équations différentielles ordinaires obtenu
par semi-discrétisation de |'équation des ondes amortie (8.21).

Correction. Le probleme discrétisé en espace consiste a déterminer u(t) fonction
de t a valeur dans V{y, tel que pour tout v, € Vi,

2
jﬁ (un(t), vn)r2(0) + U%(“h(t),vhmm) + (Vun(t), Vo(t)) = (f, vn) 2@
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tel que
d
up(t =0) = ug, et %(t =0) = uyp.
Si ¢; désigne la base de Vo, si on note U;(t) les coordonnées de uy(t) dans cette

base, on a
2

%MU(t) + n%MU(t) + KU(t) = b(t)

ol M est la matrice de masse M = (¢;, ¢;), K la matrice de rigidité (V¢;, Vo,) et
b le terme source (f, ¢;).

Exercice 8.7.1 La discrétisation spaciale de I'équation des ondes conduit a I'équation
différentielle ordinaire
d*U
Mﬁ(t) + KU(t) = b(t), (8.29)
ol M et K sont respectivement les matrices de masse et de rigidité, tandis de U (¢) € RY
est le vecteur contenant les dégrés de libertés de I'approximation spaciale de la solution
exacte et b(t) € RY dépend du terme source. Afin d'intégrer numériquement cette

équation différentielle ordinaire, on considéere le schéma de Newmark
MU 4 KUt = b(tns1)

avec 0 < § < 1et0 <60 <1/2. Montrer que le schéma de Newmark est d'ordre 1 (en
temps) pour § # 1/2, d'ordre 2 pour § = 1/2 et 8 # 1/12, et d’ordre 4 si 6 = 1/2 et
0=1/12.

Correction.
On introduit Uerreur de troncature

U(t+ At) —2U(t) + U(t — At)
(At)?

+IC<9U(t+At)+ <%+6—20) U(t) + (%—5+0) U(t—At))

E(U) =M

- (9b(t+At)—|— (%+5—29> b(t) + (%—5%}) b(t—At)).

En effectuant un développement de Taylor en ¢ = t,,, on établit que

E(U) = MU" + KU — b+ At (5 - %) (KU — V)

+ (At)? G - g + 9) (KU" = ") + %MU“)
+ (Ag ) (5 - %) (KU® — b3 + O((At)*).
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Si U est solution de ’équation (8.29), on a
KU" b = —MUW.

Ainsi,
E(U) = At 51 (KU =) — (At)? 1—§+9—i MU®
N 2 4 2 12

+ % (5 - %) (KU® — ™) + O((At)").

On vérifie aisément sur 'expression de E(U) que le schéma de Newmark est d’ordre
1 pour § # 1/2, d’ordre 2 pour § = 1/2 et 6 # 1/12 et d’ordre (au moins) 4 si
d=1/2et 0 =1/12.

Exercice 8.7.2 On considére le cas limite du Lemme 8.7.1, c'est-a-dire § = 1/2 et

tel que \; (At)? = L (on utilise les mémes notations que celles introduites dans la

preuve de ce dernier). Montrer que le schéma de Newmark (8.30) est instable dans ce
cas en vérifiant que

(=2 —1 n_( qwmfntlon
AZ._<1 . ),etAi—(1)<_n l_n).

Remarquez qu'il s'agit d'une instabilité “faible” puisque la croissance de A} est linéaire
et non exponentielle.

Correction. D’apres la démonstration du Lemme 8.7.1, on a

o 11 A12
Ai—(l 0 >

2 — N(A)? (3 + 0 — 20) L+ X(AL)* (5 — 6+ 6)

= 1+ On(AL)? 2= 11 00 (A2
On vérifie sans mal que pour § = 1/2 et \;(At)? =460/(1—0), a;; = —2 et a;p = —1.

Alinsi,
-2 -1
()

Par récurrence on établit alors que

A?:(_l)n<n+1 n )

-n 1l—n

I s’en suit que le que le schéma de Newmark est instable dans ce cas (pour s’en
convaincre, il suffit par exemple de considéré le cas b= 0, Ul = U? = 1)



