Chapitre 9

INTRODUCTION A
L’OPTIMISATION

Exercice 9.1.1 Montrer par des exemples que le fait que K est fermé ou que J est
continue est en général nécessaire pour |'existence d'un minimum. Donner un exemple
de fonction continue et minorée de R dans R n'admettant pas de minimum sur R.

Correction. Exemples de non-existence de minimum
— K non fermé : minimisation de J(x) = x sur |0, 1].
— J non continue : minimisation sur R de J(z) = 2 pour z # 0, J(0) = 1.

— J non coercive : minimisation sur R de J(z) = e™*.

Exercice 9.1.2 Montrer que I'on peut remplacer la propriété “infinie a I'infini" (9.3)
du Théoreme d'existence 9.1.3 de minimiseur en dimension finie par la condition plus
faible

inf J(v) < lim inf J(v)
veK R—+oo | |lv]| 2R
veK

Correction. Soit (u") une suite minimisante de J sur K. Comme
inf J(v) < lim inf J(v) |,

veK R—4o00 | ||v||>R
veK

et que J(v,) converge vers inf,cx J(v), il existe § > 0 tel que pour n assez grand,
J(v,) < lim inf J(v) | —o.

R—+oco |\ ||v||>R
veK

Ainsi, il existe R tel que pour n assez grand,

J(v,) < inf J(v).
) < i T
veK
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On en déduit que pour n assez grand, v,, appartient a la boule de rayon R. Autrement
dis, la suite v, reste bornée. La suite de la démonstration est alors identique a la
démonstration initiale.

Exercice 9.1.3 Montrer que la conclusion du Theoreme 9.1.3 d’existence d'un mini-
miseur en dimension finie reste valable si on remplace I'hypothése de continuité de J la
condition de semi-continuité inférieure

V(u")p>o suite dans K, lim «" = u = liminf J(u") > J(u) .
- n—+0o00 n—+oo
Correction. Soit (u,) une suite minimisante de J sur K. Comme .J est supposée
infinie & U'infini, u,, est bornée, puisque J(u,) est une suite de réels majorée. Il existe
donc une sous-suite (u"™) convergeant vers un élément u € RY. Comme K est fermé,
u € K. D’autre part, comme J est semi-continue inférieurement,

< Tim ey _
J(u) < hg_l)g)lf J(u") Ulg}f{ J(v)
et
J(u) = inf J(v).

veK

Exercice 9.1.4 Montrer qu'il existe un minimum pour les Exemples 9.1.1, 9.1.6 et
9.1.7.

Correction.
Exemple 9.1.1 : Probleme de transport. On considere le probleme de minimi-
sation de

M N
J) =) ey
i=1 j=1
sur
N M
K:{UER{EXNJCGIQUG ZUZ'J'SSZ' et Zvij:rj
j=1 i=1

pourtoutlﬁiﬁMetlSjSN}.

Tout d’abord K est fermé et d’apres I’hyptohese

N
DT <

7j=1 7

M
Si,

1

K est non vide. Enfin, J est continu et comme K est borné, aucune hyptohese sur
le comportement de J a 'infini n’est nécessaire. On en déduit qu’il existe au moins
un minimiseur de J sur K.
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Exemple 9.1.6 : Optimisation quadratique sous contraintes linéaires. On
a

1
J(x)zéAx-x—b-x,

et
K = Ker(B).

L’espace admissible K est un sous espace vectoriel de RY et est donc fermé. De plus,
comme 0 € K, il est non vide. Enfin, A étant supposée symétrique définie positive,
I'application = — Ax - x est une norme équivalente & la norme euclidienne sur RY.
Il existe donc une constante C' telle que

Az -z >2C|z|)?

et
J(z) = Cllz]* = [loll]|].
On en déduit que J est infinie a 'infini. Comme J est également continue, on en

conclut que J admet un minimiseur sur K.
Exemple 9.1.7 : Premiére valeur propre. On pose

J(z)=Az -z
et
K = {z € RY tel que ||z| = 1}.

L’espace admissible K est fermé (car image réciproque d’'un fermé par une applica-
tion continue) et trivialement non vide. Enfin, J est continue et comme K est borné,
aucune hypothese sur le comportement de J a l'infini n’est a verifier (méme si dans
ce cas, J est en effet infinie a I'infini). On en conclut par application du Theoreme
9.1.3 que J admet un minimiseur sur K.

Exercice 9.1.5 Soit a et b deux réels avec 0 < a < b, et pour n € N*, soit P,
I'ensemble des polyndmes P de degré inférieur ou égal a n tels que P(0) = 1. Pour
P € P,, on note || P|| = max e[y | P()|.

1. Montrer que le probleme

inf || P 1
Jnf 7] (9:1)

a une solution.

2. On rappelle que les polyndmes de Tchebycheff T,,(X) sont définis par les relations
To(X)=1,T1(X)=X, T, 1(X)=2XT,(X) - T,,1(X) .

Montrer que le degré de T,, est égal a n et que pour tout § € R, T, (cosf) =
cos(nf). En déduire I'existence de n + 1 réels

=1>&>&> > =-1

tels que 7,,(£) = (—1)* pour 0 < k < n et que max_j<,<; |T,,(z)] = 1.
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3. Montrer que I'unique solution de (9.1) est le polynéme
b+a

1 2
T b—a

b+ a
T,
<b — a) 2
Correction.

1. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n tel que P(0) = 1 est un
sous espace affine (et fermé) de I’ensemble de polynoéme de degré inférieur ou égal a
n muni de la norme max,e(, ) |P(x)|. Toutes les hypotheses du Théoreme 9.1.3 sont
satisfaites d’ou on déduit I'existence d’une solution au probléme de minimisation de
| P|| sur P,.

2. Soit P, la proposition stipulant que pour tout 0 < p < n, T, est un polynome de
dégré p tel que T)(cos(f)) = cos(pd). Soit n > 1 et supposons P, vrai. Par définition,

X

P(X) =

Toi1(X) = 2XT(X) = T4 (X).

D’apres I’hypothese de récurrence, on en déduit que 7,1 est un polynoéme de degré
n + 1 (c’est la somme d’'un polynome de degré n + 1 et d'un polynome de degré
n — 1). De plus,

Thi1(cos@) = 2(cos)T,(cosf) — T, _1(cosh)
= 2(cosB)(cosnb) — (cos(n — 1)) = cos((1 + n)h).
Ainsi, P, = P,,1. Comme P; est vraie, on en déduit que P, est vraie pour tout
n > 1.
Pour tout 0 < k < n, on pose & = cos(kr/n). Onal =1>& > - > = —1
et T,,(€F) = cos(km) = (—1)*. Enfin,

_max [Tn(z)| = max|Tn(cos(9))| = max| cos(nd)|

3. Soit R un polynome de norme minimal appartenant a P,. On considere le
polynome S = P — R ou

b
1 ;G—X
P(X)= T,
(X) T b+a b—a
"\b—-a 2
On veut montrer que S = 0. Pour tout £ = 0,--- ,n, on pose yk:‘%b—(‘%b)gk.

D’apres la question précédente, P(yx) = (—1)%||P||. On définit les ensembles d’

indices
[:{i S {07 >n_1}:5(yi) # 0 et S<yi+1) 7£0}
J={jef{l,---,n—1}:5(y;) =0}
K ={k e€{0,n}:S(yx) = 0}.
On vérifie que |I| + 2|J| + |K| > n. Pour tout j € J, on a |R(y;)| = || P|| > ||R]],
d’ou [|R|| = |R(y;)| et R'(y;) = 0. De plus, P'(y;) =0, d’our 5'(y;) = 0.
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Pour tout i € I, comme || P|| > ||R||, le signe de S(y;) = P(y;) — R(y;) est égale au
signe de P(y;) = ||P||(—1)". De mani¢re similaire, le signe de S(y;41) est (—1)""1.
Comme S(y;) et S(yi+1) sont de signes opposés, le polynome S s’annule sur l'inter-
valle [y;, yi+1] au moins une fois.

Ainsi, pour tout j € J, S(y;) = S’(y;) = 0 et y; est une racine double, pour tout
i € I, il existe x; €]y;, yir1[ tel que S(z;) = 0 et pour tout k € K, S(yx) = 0. De plus
S(0) = 0. Ainsi, S admet au moins |I| + 2|J| + | K| + 1 racines (multiples). Comme
S est de degré au plus n < |I| +2|J|+ |K|, ona S = 0.

Exercice 9.2.1 Modifier la construction de I'Exemple 9.2.2 pour montrer qu'il n'existe
pas non plus de minimum de

Jp(v) = /01 ((|v’(x)| — h)* + v(x)2>dx .

sur C[0,1] pour h # 0.

Correction. Soit a € [0,1]. On note P, la fonction de C''(R;R) paire, 2 périodique
définie sur [0, 1] par

2?/2a + (a —1)/2 si0<z<a
P(x)=4¢ z—1/2 sia<zx<l1-—a,
—(z—-1)?%20-a)+(1—-a)/2 sil—a<z<1

On note u™ € CY(R;R) la fonction 2/n—périodique, définie par
u"(x) =n"'hP, 1 (nzx).

On vérifie de u"(x) — 0 presque partout et que |(u™)'(z)| — h presque partout.
Ainsi, Vinfimum de J;, sur C*([0,1]) est nul et ne peut étre atteint si A > 0.

Exercice 9.2.2 Soient J; et J; deux fonctions convexes sur V,; A > 0, et ¢ une fonction
convexe croissante sur un intervalle de R contenant I'ensemble J;(V'). Montrer que
J1 + Jo, max(Jy, Ja), AJp et ¢ o J; sont convexes.

Correction. La convexité de J; + Jy comme de AJ; est triviale & établir.

Epi(max(Jy, o)) = {(\v) eRxV:A> Ji(v) et A > Jo(v)}
= Epi(Jy) N Epi(Js).

L’intersection de deux convexes étant convexe, Epi(max(Jy, JJ2)) est convexe et
max(Jy, Jo) est convexe.
Comme J est convexe et ¢ croissante,

poJ(bz+(1—-0)y) < p(J(x)+(1-10)J(y))
enfin comme ¢ est convexe il vient,
poJ(Ox + (1—0)y) <bpoJ(@)+(1—0)poJ(y).

La convexité de ¢ o J est ainsi établie.
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Exercice 9.2.3 Soit (L;);c; une famille (éventuellement infinie) de fonctions affines
sur V. Montrer que sup;.; L; est convexe sur V. Réciproquement, soit J une fonction
convexe continue sur V. Montrer que J est égale au sup;, ; L; ou les fonctions L; sont
affines.

Correction. Le sup de fonction convexe est une fonction convexe. En effet, une
fonction J : V' — R est convexe si et seulement si son épigraphe

Epi(J) ={(A\v) e RxV, A= J(v)}
est convexe. Ainsi, si J = sup,; J;, ou J; sont des fonctions convexes, on a
Epi(J) = {(\v) €eRxV, A> J(v) pour tout i € I}

Une intersection de convexes étant convexe, I’épigraphe de .J est convexe. La fonction
J est donc convexe.

Réciproquement, supposons que J soit convexe. Soit vg € V et Ay € R tel que
Ao < J(vg), c’est a dire tel que (A, vg) n'appartienne pas a Epi(J). Notons que
I'ensemble Epi(J) est un convexe fermé (fermé car J est continue et convexe car .J
est convexe). Puisque (A, vo) ¢ Epi(J), nous déduisons du Théoreme 12.1.19 de

séparation d’un point et d’un convexe ’existence de «, 5 € R et d’une forme linéaire
continue T" € V"' tels que

BA+T(v) >a > A+ T(vg) V(\v)e Epi(J) .
Ainsi,
BJ(w)+T(v) >a> P +T(vy) VveV

et
BJ(v) > BAo+ T(vg) —T(v) YveV.

En appliquant I'inégalité précédente a v = vy, on en déduit que S est non nul. De
plus, B est nécessairement positif. On a donc

JW) > X+ BT (vy) —T(v)) VYveV.
On pose L(v) = Ao+ 87T (vg) — T(v)). On a prouvé que pour tout (vg, Ag) tel que
J(vg) > Ao,
il existe une fonction affine L telle que p
J(vo) > L(vg) = Ao
et J(v) > L(v) pour tout v € V. On en déduit que

J = sup L;,
Li<J

ou les L; sont des fonctions affines.



173

Exercice 9.2.4 Si J est continue et a-convexe, montrer que, pour tout 6 € [0, 1],

_af(1-9)

J(Ou+ (1—0)v) <0J(u)+ (1 —0)J(v) 5

luw—vl|*. (9.2)
Correction. Pour tout n, on note K,, = {z € [0,1] : 2"z € N}. Supposons que
I'inégalité (9.2) soit vérifiée pour tout 6 € K,,. Soit § € K, 11\ K, il existe 01,60, € K,
tels que 0 < 0y et 6 = (61 + 03)/2. Comme J est a-convexe,

JOu+(1—0)0) =J ((m + (1 —6)v) ; (Bou + (1 — eg)v)>

< J(91U + (1 — 91)?]) + J(QQU + (1 — 92)1})

< : (62 = 00 — o]

+

™| Q

L’inégalité (9.2) ayant été supposée exacte sur K, on a donc

T (0u+ (1 - o)) < WL O0I0) 40+ (L2 0 (0)

0[01(1 — 91) + 06(02(]_ — 02)
* 4

0%
lu = vl* + (0> = 61)°||lu = vl

et

0J(u)+ (1 —0)J(v) n a(f; +62)(2 — (6, + 6s))

J(Ou+ (1 —0)v) < 5 -

2
[l = wl]*,

ce qui prouve que 'inégalité est alors valable pour tout élément de K™*!. On en
déduit par récurrence que l'inégalité est valable pour 6 € J, K. Comme J est
continue, l'inégalité reste valable sur 'adhérence de 1'union des K, c’est a dire sur

0, 1].

Exercice 9.2.5 Soit A une matrice symétrique d'ordre N et b € RY. Pour z € R",
on pose J(z) = %A:r - — b - x. Montrer que J est convexe si et seulement si A est
semi-définie positive, et que J est strictement convexe si et seulement si A est définie
positive. Dans ce dernier cas, montrer que J est aussi fortement convexe et trouver la

meilleure constante a.

Correction.

He+9)/2) = Alr+y)-(e+9)/8— (-2 +b-1))2
- At bR ATV g y) (g8

= (J@)+JW)/2 - Alz —y) - (x —y)/8.

L’application J est donc convexe si et seulement si la matrice A est positive. Elle
est strictement convexe si et seulement si A est définie positive. Dans ce cas, elle est
fortement convexe et la meilleure constante « est la plus petite valeur propre de A.
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Exercice 9.2.6 Soit {2 un ouvert de RY et H'({2) I'espace de Sobolev associé (voir la
Définition 4.3.1). Soit la fonction J définie sur 2 par

J(v):%/Q(IVv( )7+ v(z) da:—/f

avec f € L*(Q). Montrer que J est fortement convexe sur H'(Q).

Correction. Soit u et v € H'(Q), on a

U+ v B 1 u+ vl _1
1(%57) = 5|5, 5 L r@ee s vena
1 u—vl? 1
= Ul el |57 =5 [ F@E o
J(u) + J(v
S L P Y

La fonction .J est donc fortement convexe sur H*(€2).

Exercice 9.2.7 Soit vy € V et J une fonction convexe majorée sur une boule de centre
vo. Montrer que J est minorée et continue sur cette boule.

Correction. Sans perte de généralité, on peut supposer que vg =0 et J(0) =0 et
que J est majorée sur une boule de rayon unité. Soit M un majorant de J sur la
boule. Soit v tel que ||v|| < 1, on a

J(v) = (HvHH e —vao) <HvHJ(H H) (1 = o) J(0) < [lol| .

De plus,

0 =J0=J (1+1|\vu”+ 1|+|U||||v|| <_HZH)>

1 Il < v )
< J(v) + J |-
1+ [|v]] L+ [Jo]] [v]]
1 Il
< ——JW) + ———
1+ [|v]] L+ [Jo]]

Il découle de ces deux inégalités que
| J ()] < M|Jv].

Ainsi, J est minorée sur la boule unité et continue en zéro. Enfin, on peut appliquer
ce résultat a tout point appartenant a la boule unité ouverte pour conclure que J
est continue sur cette derniere.
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Exercice 9.2.8 Montrer que le Théoreme 9.2.6 d'exsitence d’'un minimiseur dans le
cas fortement convexe (en dimension infini) s'applique a I'Exemple 9.1.10 du probleme

de minimisation de .
J(v):—/ |Vv|2dx—/fvda:
2 Jq Q

sur H}(2) ol Q est un ouvert borné régulier de RY et f € L*(Q) (utiliser 'inégalité de
Poincaré).

Correction. En procédant comme lors de I’Exercice 9.2.6, on montre que

; <u—|—v) T+ ) é/gw(u—fu)\?d:c.

2 2

Comme 2 est un ouvert régulier, il existe, d’apres l'inégalité de Poincaré, une
constante C' telle que pour tout u € Hj (1),

/Q Vol > ClulPp

Ainsi,

u+v J(u)+J(v) C )
J( 5 )S 5 —§||U—U||H1(Q)

et J est fortement convexe. La fonction J étant d’autre part continue sur H}(Q2), le
Théoreme 9.2.6 s’applique et J admet donc un unique minimiseur sur H} ().

Exercice 9.2.9 Généraliser I'Exercice 9.2.8 aux différents modeles rencontrés au Cha-
pitre 5 : Laplacien avec conditions aux limites de Neumann (voir la Proposition 5.2.16),
élasticité (voir I'Exercice 5.3.3), Stokes (voir |'Exercice 5.3.10).

Correction. Dans tout ce qui suit, { désigne un ouvert régulier de RV.
Laplacien avec conditions aux limites de Neumann. L’énergie associée au
probleme est

J(v):%/ﬂ(|Vv|2+|v|2)dx—/ﬂfvdx—/aﬂgvds, (9.3)

avec f € L*(Q) et g € L*(99). La fonctionnelle J est fortement convexe, car

7 (5] = T - ol

De plus J est continue sur H'(2). Ainsi J admet un unique minimiseur sur H*(€2).
Elasticité. On suppose que la frontiere du domaine se décompose en deux parties
0€p et 02y de mesures surperficielles non nulles. L’énergie associée au systeme de
I’élasticité est définie pour tout

ueV:i={veH QY : v=0surI'p}
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par
1
J(v) = —/ (2ule(v)]* + A|divo|?) dz — / fvdx —/ g-vds,
2 Jo Q 20N

ol A et pu sont les coefficients de Lamé du solide tels que
w>0et 2u+ NA> 0.

La fonctionnelle J est continue sur H' ()Y etV est un espace de Hilbert. D’autres
part, pour tout u et v dans V', on a

J (u > ) MO / (2ple(w = v)? + Adiv(u — v)[?) da.

En utilisant la méme inégalité algébrique établie au cours de la démonstration du
Théoreme 5.3.1,

/ 2ule(u — v)|*dx + / N div(u — v)[*dz > u/ le(u — v)|*d.
Q Q 0
De plus, d’apres I'inégalité (5.65)

[l @) < Clle(v)l]z2@)- (9:4)

Ainsi,

u+v J(u)+ Jw) C )
J< 5 ): 5 —§HU—U||H1(Q)‘

La fonction J est donc fortement convexe et admet donc un minimiseur sur V' d’apres
le Théoreme 9.2.6.
Stokes. L’éanergie associée au systeme de Stokes est définie pour tout

ueV:={ve HY ()Y tel que dive = 0}

par

1
J(U)zé/ﬂu|VU|2dx—/ﬂf-vdx.

La fonctionnelle J est évidemment continue, V' est un espace de Hilbert et on peut
établir que J est fortement convexe a I'aide de 'inégalité de Poincaré (comme pour
I’Exercice 9.2.8). D’apres le Théoreme 9.2.6, J admet donc un minimiseur unique
sur V.



