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1 Di�érenes �nies (8 points)Etant donné un oe�ient de di�usion ν > 0, on onsidére l'équation de lahaleur dans (0, 1) ave ondition aux limites périodique











∂u

∂t
− ν

∂2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1) × R

+
∗

u(t, x + 1) = u(t, x) pour (x, t) ∈ R × R
+
∗

(1)et une donnée initiale. Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0 (ave N un entier positif), ondé�nit les noeuds d'un maillage régulier
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ Z.On note un

j une approximation disrète au point (tn, xj) de la solution exate u(t, x).Pour 3 réels α, β, γ indépendants de ∆t, ∆x, ν et des valeurs un
j , on onsidère leshéma à trois niveaux suivant

αun+1
j + βun

j + γun−1
j

∆t
− ν

un
j−1 − 2un

j + un
j+1

(∆x)2
= 0ave une initialisation adéquate u0

j , u
1
j et la ondition aux limites un

j+N = un
j , ∀j.1. Erire en fontion de γ les oe�ients α, β pour que e shéma soit onsistant.On supposera dans toute la suite de l'exerie que es relations sont véri�ées.Quel shéma retrouve-t-on si γ = −1/2 et qu'en dit le ours ? Même questionpour γ = −1. La suite de l'exerie onsiste à montrer qu'une petite pertur-bation des oe�ients dans e shéma en hange radialement les propriétés.2. Montrer que, si −1/2 < γ ≤ 0, le shéma est stable en norme L∞ sous uneondition de type CFL que l'on préisera. Que peut-on dire alors de sa onver-gene ?3. Montrer que, si γ < −1 ou −1 < γ < −1/2, le shéma est inonditionnellementinstable en norme L2. Indiation : on montrera que la ondition néessaire deVon Neumann n'est pas satisfaite.4. Montrer que, si γ ≥ 0, le shéma véri�e la ondition néessaire de stabilité deVon Neumann sous une ondition de type CFL.
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2 Formulation variationnelle (12 points)Dans un ouvert borné régulier Ω de R
N on s'intéresse à un modèle de di�usionave absorption loalisée dans un sous-domaine régulier ω ⊂ Ω de mesure non nulle.On note χ(x) la fontion aratéristique de e sous-domaine, 'est-à-dire que χ(x) =

1 si x ∈ ω, et χ(x) = 0 sinon. On introduit le problème aux limites










−∆u + χu = f dans Ω,

∂u

∂n
= 0 sur ∂Ω,

(2)où f ∈ L2(Ω) est un terme soure donné.1. Donner la formulation variationnelle de (2).2. En admettant qu'il existe une onstante C > 0 telle que, pour tout v ∈ H1(Ω),on a
∫

Ω

v2(x) dx ≤ C
(

∫

ω
v2(x) dx +

∫

Ω

|∇v|2(x) dx
)

, (3)démontrer l'existene et l'uniité de la solution de ette formulation variation-nelle.3. En supposant que la solution u de la formulation variationnelle appartienne à
H2(Ω), en quel sens est-elle aussi une solution de (2) ?4. Dans ette question seulement on suppose que Ω = R

N−1×] − 1; +1[ et ω =
R

N−1×]−1; 0[. Démontrer l'inégalité (3) ave une onstante C = 3. Indiation :pour x = (x′, xN) ∈ R
N−1×]0; 1[ on érira

v(x′, xN) = v(x′, xN − 1) +
∫ xN

xN−1

∂v

∂xN

(x′, t) dtet on estimera la norme du membre de gauhe dans L2(Ω \ ω).5. Démontrer l'inégalité (3) dans le as général en utilisant un raisonnement parontradition.6. Dans (2) on multiplie la fontion aratéristique par 1/ǫ > 0 et on note uǫ lasolution orrespondante. Montrer que, lorsque ǫ tends vers 0, la solution uǫ,restreinte à ω, onverge vers 0 dans L2(ω).
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