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1 Di�éren
es �nies (10 points)Soit une une vitesse 
onstante et positive a > 0. On 
her
he la solution u(t, x)de l'équation d'adve
tion linéaire dans (0, 1) ave
 une 
ondition aux limites de �uxentrant,



















∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1) × R

+
∗
,

u(t, 0) = f(t) pour t ∈ R
+
∗
,

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),

(1)où f(t) est une fon
tion dérivable sur R, nulle pour t ≤ 0, et u0(x) est une fon
tiondérivable sur (−∞, 1), nulle pour x ≤ 0. Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0 (ave
 N unentier positif), on dé�nit les noeuds d'un maillage régulier
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N},ainsi que les points �milieux�

(tn+1/2, xj+1/2) = (n + 1/2)∆t, (j + 1/2)∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N}.On note un
j , respe
tivement u

n+1/2
j+1/2 , une approximation dis
rète au point (tn, xj),respe
tivement (tn+1/2, xj+1/2), de la solution exa
te u(t, x). On 
onsidère le s
hémade Carlson


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











un+1
j − un

j

∆t
+ a

u
n+1/2
j+1/2 − u

n+1/2
j−1/2

∆x
= 0,

un+1
j + un

j = u
n+1/2
j+1/2 + u

n+1/2
j−1/2 .

(2)ave
 la donnée initiale u0
j = u0(xj) et la 
ondition aux limites u

n+1/2
1/2 = f(tn+1/2).1. Montrer que la solution de (1) est

u(t, x) = u0(x − at) + f(t − x/a) pour (x, t) ∈ (0, 1) × R
+
∗

.2. En éliminant un+1
j dans la première relation de (2) grâ
e à la deuxième, montrerqu'on peut 
al
uler expli
itement les valeurs u

n+1/2
j+1/2 en fon
tion des valeurspré
édentes un

j et de f(tn+1/2) quitte à pro
éder dans un ordre, en fon
tion de
j, que l'on pré
isera.3. Montrer que le s
héma de Carlson est 
onsistant et (au moins) d'ordre 2.Indi
ation : on 
al
ulera l'erreur de tron
ature de 
ha
une des deux relationsdans (2) en faisant un développement de Taylor autour du point (tn+1/2, xj).1



4. Montrer que le s
héma de Carlson est in
onditionnellement stable au sens où
N

∑

j=1

∆x|un+1
j |2 ≤

N
∑

j=1

∆x|u0
j |

2 +
n

∑

m=0

a∆t|f(tm+1/2)|
2.Indi
ation : on multipliera la première relation de (2) par (un+1
j + un

j ) et onutilisera la deuxième relation pour simpli�er. Quel est le prin
ipal avantage de
e s
héma par rapport à 
eux vus en 
ours ?2 Formulation variationnelle (10 points)Dans un ouvert borné régulier Ω de R
N on s'intéresse à l'équation de la 
haleur



















∂u

∂t
− ∆u = 0 dans Ω × R

+
∗

u = 0 sur ∂Ω × R
+
∗

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ Ω.

(3)où u0(x) est une donnée initiale appartenant à L2(Ω). On propose une appro
he desemi-dis
rétisation en temps. Autrement dit, on dis
rétise la variable de tempsmais pas 
elle d'espa
e. Soit ∆t > 0 un pas de temps et la suite des temps dis
rets
tn = n∆t pour n ∈ N. On note un(x) une approximation de la solution exa
te
u(tn, x) pour n ≥ 1. On 
onsidère le s
héma d'Euler impli
ite, pour n ≥ 1,







un − un−1

∆t
− ∆un = 0 dans Ω

un = 0 sur ∂Ω.
(4)Il faut tout d'abord montrer que l'on peut obtenir un à partir de un−1 grâ
e à (4).1. Donner la formulation variationnelle de (4). Démontrer l'existen
e et l'uni
itéde la solution un de 
ette formulation variationnelle. La méthode de démons-tration serait-elle la même si on remplaçait la 
ondition aux limites de Diri
hletpar 
elle de Neumann (homogène) ?2. En supposant que la solution de 
ette formulation variationnelle appartienneà H2(Ω), en quel sens est-elle aussi une solution de (4) ?3. Montrer que 
e s
héma d'Euler impli
ite est stable au sens où

‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω) ∀n ∈ N.4. Montrer plus pré
isément que un véri�e, pour n ≥ 1,
1

2

∫

Ω
|un|

2dx + ∆t
∫

Ω
|∇un|

2dx ≤
1

2

∫

Ω
|un−1|

2dx . (5)On suppose que le s
héma 
onverge, 
'est-à-dire qu'uniformément sur tout
ompa
t en temps, un(x) 
onverge vers u(t, x) dans H1(Ω) lorsque ∆t tendvers 0 et tn tend vers t. Déduire de (5) l'inégalité suivante pour la solution
u(t, x) de (3)

1

2

∫

Ω
|u(t, x)|2dx +

∫ t

0

∫

Ω
|∇u(s, x)|2dx ds ≤

1

2

∫

Ω
|u0(x)|2dx .2



5. En vous inspirant du s
héma d'Euler impli
ite (4), é
rire le s
héma d'Eulerexpli
ite pour (3). Montrer que 
e s
héma est instable au sens où on peutexhiber une donnée initiale régulière u0(x) telle que
lim

n→+∞

∫

Ω
|un|

2dx = +∞.
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