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1 Di�érenes �nies (10 points)Soit une une vitesse onstante et positive a > 0. On herhe la solution u(t, x)de l'équation d'advetion linéaire dans (0, 1) ave une ondition aux limites de �uxentrant,



















∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1) × R

+
∗
,

u(t, 0) = f(t) pour t ∈ R
+
∗
,

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),

(1)où f(t) est une fontion dérivable sur R, nulle pour t ≤ 0, et u0(x) est une fontiondérivable sur (−∞, 1), nulle pour x ≤ 0. Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0 (ave N unentier positif), on dé�nit les noeuds d'un maillage régulier
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N},ainsi que les points �milieux�

(tn+1/2, xj+1/2) = (n + 1/2)∆t, (j + 1/2)∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N}.On note un
j , respetivement u

n+1/2
j+1/2 , une approximation disrète au point (tn, xj),respetivement (tn+1/2, xj+1/2), de la solution exate u(t, x). On onsidère le shémade Carlson



















un+1
j − un

j

∆t
+ a

u
n+1/2
j+1/2 − u

n+1/2
j−1/2

∆x
= 0,

un+1
j + un

j = u
n+1/2
j+1/2 + u

n+1/2
j−1/2 .

(2)ave la donnée initiale u0
j = u0(xj) et la ondition aux limites u

n+1/2
1/2 = f(tn+1/2).1. Montrer que la solution de (1) est

u(t, x) = u0(x − at) + f(t − x/a) pour (x, t) ∈ (0, 1) × R
+
∗

.2. En éliminant un+1
j dans la première relation de (2) grâe à la deuxième, montrerqu'on peut aluler expliitement les valeurs u

n+1/2
j+1/2 en fontion des valeurspréédentes un

j et de f(tn+1/2) quitte à proéder dans un ordre, en fontion de
j, que l'on préisera.3. Montrer que le shéma de Carlson est onsistant et (au moins) d'ordre 2.Indiation : on alulera l'erreur de tronature de haune des deux relationsdans (2) en faisant un développement de Taylor autour du point (tn+1/2, xj).1



4. Montrer que le shéma de Carlson est inonditionnellement stable au sens où
N

∑

j=1

∆x|un+1
j |2 ≤

N
∑

j=1

∆x|u0
j |

2 +
n

∑

m=0

a∆t|f(tm+1/2)|
2.Indiation : on multipliera la première relation de (2) par (un+1
j + un

j ) et onutilisera la deuxième relation pour simpli�er. Quel est le prinipal avantage dee shéma par rapport à eux vus en ours ?2 Formulation variationnelle (10 points)Dans un ouvert borné régulier Ω de R
N on s'intéresse à l'équation de la haleur



















∂u

∂t
− ∆u = 0 dans Ω × R

+
∗

u = 0 sur ∂Ω × R
+
∗

u(x, 0) = u0(x) pour x ∈ Ω.

(3)où u0(x) est une donnée initiale appartenant à L2(Ω). On propose une approhe desemi-disrétisation en temps. Autrement dit, on disrétise la variable de tempsmais pas elle d'espae. Soit ∆t > 0 un pas de temps et la suite des temps disrets
tn = n∆t pour n ∈ N. On note un(x) une approximation de la solution exate
u(tn, x) pour n ≥ 1. On onsidère le shéma d'Euler impliite, pour n ≥ 1,







un − un−1

∆t
− ∆un = 0 dans Ω

un = 0 sur ∂Ω.
(4)Il faut tout d'abord montrer que l'on peut obtenir un à partir de un−1 grâe à (4).1. Donner la formulation variationnelle de (4). Démontrer l'existene et l'uniitéde la solution un de ette formulation variationnelle. La méthode de démons-tration serait-elle la même si on remplaçait la ondition aux limites de Dirihletpar elle de Neumann (homogène) ?2. En supposant que la solution de ette formulation variationnelle appartienneà H2(Ω), en quel sens est-elle aussi une solution de (4) ?3. Montrer que e shéma d'Euler impliite est stable au sens où

‖un‖L2(Ω) ≤ ‖u0‖L2(Ω) ∀n ∈ N.4. Montrer plus préisément que un véri�e, pour n ≥ 1,
1

2

∫

Ω
|un|

2dx + ∆t
∫

Ω
|∇un|

2dx ≤
1

2

∫

Ω
|un−1|

2dx . (5)On suppose que le shéma onverge, 'est-à-dire qu'uniformément sur toutompat en temps, un(x) onverge vers u(t, x) dans H1(Ω) lorsque ∆t tendvers 0 et tn tend vers t. Déduire de (5) l'inégalité suivante pour la solution
u(t, x) de (3)

1

2

∫

Ω
|u(t, x)|2dx +

∫ t

0

∫

Ω
|∇u(s, x)|2dx ds ≤

1

2

∫

Ω
|u0(x)|2dx .2



5. En vous inspirant du shéma d'Euler impliite (4), érire le shéma d'Eulerexpliite pour (3). Montrer que e shéma est instable au sens où on peutexhiber une donnée initiale régulière u0(x) telle que
lim

n→+∞

∫

Ω
|un|

2dx = +∞.
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