
Eole Polytehnique, Promotion 2008Analyse numérique et optimisation (MAP 431)Contr�le Hors Classement du mardi 13 avril 2010Sujet proposé par G. Allaire1 Di�érenes �nies (7 points)On onsidére l'équation de la haleur dans (0, 1) ave ondition aux limites périodique
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u(t, x + 1) = u(t, x) pour (x, t) ∈ R × R
+
∗
,

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),

(1)ave ν > 0. Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0 (ave N un entier positif), on dé�nit lesnoeuds d'un maillage régulier
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ Z.On note un

j une approximation disrète au point (tn, xj) de la solution exate u(t, x).On onsidère le shéma suivant
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= 0,ave la donnée initiale u0

j = u0(xj) et la ondition aux limites un
j+N = un

j , ∀j.1. Etudier la stabilité de e shéma.2. Montrer que e shéma est onsistant sous une ondition de type CFL que l'onpréisera.3. Que peut-on dire de la onvergene de e shéma ? Disuter des avantages et desinonvénients de e shéma par rapport aux shémas lassiques vus en ours.2 Formulation variationnelle (13 points)On onsidère deux matériaux qui oupent un domaine Ω de R
N (un ouvert bornérégulier onnexe), séparés par une interfae imparfaite. Le premier matériau, de on-dutivité thermique k1 > 0, oupe le omplémentaire onnexe Ω1 = Ω \ Ω2 du sous-domaine régulier simplement onnexe Ω2, stritement inlus dans Ω, qui ontient ledeuxième matériau, de ondutivité thermique k2 > 0. Les deux sous-domaines sont sé-parés par une interfae Γ = ∂Ω2 qui est une surfae régulière. On a don Ω = Ω1∪Γ∪Ω2et le bord de Ω1 est dé�ni par ∂Ω1 = ∂Ω ∪ Γ (voir la �gure 1). On note n1 (respe-tivement n2) la normale unité extérieure à Ω1 (resp. Ω2), f1 (resp. f2) le terme sourede haleur dans Ω1 (resp. Ω2) et u1 (resp. u2) la température dans Ω1 (resp. Ω2).L'extérieur de Ω est supposé à température onstante que, sans perte de généralité,1
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Fig. 1 � Deux matériaux séparés par une interfae Γ.on hoisit nulle, 'est-à-dire que l'on onsidère une ondition aux limites de Dirihlethomogène sur ∂Ω.Le fait que l'interfae Γ soit imparfaite veut dire que la température n'est pasontinue à travers Γ. La onservation de l'énergie impose que le �ux de haleur soitontinu à travers Γ et on le modélise en le prenant proportionnel au saut des tempéra-tures de part et d'autre de Γ ave une onstante de proportionnalité α > 0. Autrementdit, on étudie le système ouplé suivant


















−k1∆u1 = f1 dans Ω1,
u1 = 0 sur ∂Ω,

−k1
∂u1

∂n1
= α(u1 − u2) sur Γ,

(2)et










−k2∆u2 = f2 dans Ω2,

−k2
∂u2

∂n2
= α(u2 − u1) sur Γ.

(3)On suppose que f1(x) (resp. f2(x)) appartient à L2(Ω1) (resp. L2(Ω2)).1. Dans ette question (seulement) on suppose onnue la température u2 ∈ L2(Γ).Donner la formulation variationnelle de (2). Démontrer l'existene et l'uniité dela solution u1 de ette formulation variationnelle. En supposant que ette solution
u1 appartienne à H2(Ω1), en quel sens est-elle aussi une solution de (2) ?2. Démontrer par l'absurde qu'il existe une onstante C > 0 telle que

∀v ∈ H1(Ω2) ‖v‖L2(Ω2) ≤ C
(

‖∇v‖L2(Ω2)N + ‖v‖L2(Γ)

)

.3. Dans ette question (seulement) on suppose onnue la température u1 ∈ L2(Γ).Donner la formulation variationnelle de (3). Déduire de la question préédentel'existene et l'uniité de la solution u2 de ette formulation variationnelle.4. Donner la formulation variationnelle du système ouplé (2)-(3). Démontrer l'ex-istene et l'uniité de la solution (u1, u2) de ette formulation variationnelle. In-diation : on pourra utiliser (après l'avoir démontrée) l'inégalité suivante, valablepour tout ǫ > 0 aussi petit que l'on veut,
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2 ∀a1, a2 ∈ R.5. Que se passe-t-il formellement lorsque α tend vers +∞ ? Et lorsque α = 0 ?2


