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V = {φ ∈ H1(Ω)

�^�=�%�,���
φ =

0
���K�

ΓD}
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φ ∈ V ¨ �=�����S���h©*���B�S�H�9�T�A�9�T���^���h� ¨�=�ª�=�
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�h�§�����*�K��®K�^���*���*�=�
u ∈ V

�^�=�%�,���
∫

Ω

h∇u · ∇φ dx =

∫

Ω

fφ dx ∀φ ∈ V.

¯ �B�ª�K�m°9�K�Q�^���B�
�����)�T©*�^�B��©*���=���h�������|���*� �����K�k�����1�*���=�^���*�w�*�,±��=�=�^�Q�q�m�����
���ª�1�*���������T�����*�k�T�B�����T�^���*�K�K�=�����²���s�¤¡¥�h�$�9�T�����*���#¡¥�=�³�@�²�h�*���������h���=�s�h�B� ���´�K���
�h�*�S���^�B���$���B~3µ¶�B�K� ¨ ���*�K�¬�^�B��� (h, v, q) ∈ Uad × V × V ¨ �*���

L(h, v, q) =

∫

ΓN

|v − u0|
2ds +

∫

Ω

h∇v · ∇q dx −

∫

Ω

fq dx.

�.���1�B�����K���T�^���*�N�T�B�����T�����*�K���h�����������I¡¢�=�$�9�T�^���*�z�B�@±��B���S�^�|�=�����9�B���K�m°9�K�Q�^���B�
�K�*�K���h���9�B�

〈
∂L

∂v
(h, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ V,

�h�k�$�K�.�h�§���=�$�K���T�B���h�S��·

2

∫

ΓN

(u − u0)φds +

∫

Ω

h∇p · ∇φ dx = 0 ∀φ ∈ V.

¯ �B�ª�=�*�K���=�$�K�h�S���I¡¢�m�³�T���T�@±��*���S�
p ∈ V

�=�������*�����^���*���K�






−div (h∇p) = 0
�9�B�K�

Ω,

h ∂p

∂n
= −2(u − u0)

�����
ΓN

p = 0
���K�

ΓD.
¸«~ª�.�ª���h���Q�*�=���������¦�1�*�K�m�^���*���*�,±��=�=�^�Q�

J(h)
�=���)�K�*�K���h� ¨ ���*�K�#���*��� k ∈ L∞(Ω) ¨�9�B�

〈J ′(h), k〉 =

∫

Ω

J ′(h)k dx = 〈
∂L

∂h
(h, u, p), k〉 =

∫

Ω

k∇u · ∇p dx.

¯ �B�ª�=�*�K���=�$�K�h�S� ¨ �*��� J ′(h) = ∇u · ∇p
~
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0
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u ∈ V
�^�h�%�$�K�

∫

Ω

∇u · ∇φ dx =

∫

ΓN

g · n φ ds ∀φ ∈ V.
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�T�B�����T�^���*�K�K�=����� ¨ �B¡¥�h���§£P·@£ �K�����

L(Ω, v, q) =

∫

ΓN

g · n v ds +

∫

Ω

∇v · ∇q dx −

∫

ΓN

g · n q ds

� �*��� �
ΓD

�h����°�­«� ¨ �*� ���K�*�����Q�
v
�=�

q
�9�B�����I¡¢�=���9�T�h�

H1(R2)
�^�=�����$�K�

v = q = 0
���K�

ΓD ¨ �=�A���=�#�^���B���%�T�B�����B�K���=� (Ω, v, q)
���*�S�A�K���=�����K�K�h���h���9�B�S�^�=�h~

�.�|�1�B�����K���T�^���*�\�T�B�����T�����*�K���h�����������I¡¢�=�$�9�T�^���*�
�B�@±��*���S�^���=���

〈
∂L

∂v
(Ω, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ H1(R2)

���h�%�$�K�
φ = 0

���K�
ΓD,

�h�k�$�K�.�h�§���=�$�K���T�B���h�S��·
∫

ΓN

g · n φ ds +

∫

Ω

∇φ · ∇p dx = 0 ∀φ.

¯ �B�ª�=�*�K���=�$�K�h�S���I¡¢�m�³�T���T�@±��*���S�
p ∈ H1(R2)

�h�������*���������*�����






−∆p = 0
�9�B�K�

Ω,
∂p

∂n
= −g · n

���K�
ΓN ,

p = 0
���K�

ΓD,

�h�k�$�K�.�����K�����$�K�¶�$�K�
p = −u � �����K���*�K���=� ���=�����B�����T£P�T�@±��*���S���m~	�~ � �*��� �k���|�K�B��� �B���
n
�K�=���=�K�<�K�k���|�1�*��� �

Ω ¨ �*�
�¤¡¥�h���������K���h�����h�=�h�����T�B�S����k�.�B©*���B�K©*���h�

L(Ω, v, q) =

∫

Ω

div(vg) dx +

∫

Ω

∇v · ∇q dx −

∫

Ω

div(qg) dx
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J ′(Ω)(θ) =
∂L

∂Ω
(Ω, u, p)(θ) =

∂L

∂Ω
(Ω, u,−u)(θ).

� �*��� �
ΓD

�h�§��°�­«�k�=�����h�K�
ΓN

���h���ª�T�B�����h� ¨ �*�w�h�
�K�h���K���

J ′(Ω)(θ) = −

∫

ΓN

θ · n
(

|∇u|2 − 2div(ug)
)

ds.
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N

a∗ − α
≤

1

λ−

θ − α
+

N − 1

λ+

θ − α

�=� N

β − a∗
≤

1

β − λ−

θ

+
N − 1

β − λ+

θ� �*�h�

λ−

θ =

(

θ

α
+

1 − θ

β

)

−1 �=�
λ+

θ = θα + (1 − θ)β.

¸«~	���
� �B���h�K� �������K�����K�*�K���

1

λ+

θ − α
=

1

(1 − θ)αη
,

1

λ−

θ − α
=

1 + θη

(1 − θ)αη
�#¡¥��
��I¡¢�B�
���h�K�K�Q�

a∗ − α

α
≥

(1 − θ)η

1 + θη/N
= (1 − θ)η −

θ(1 − θ)

N
η2 + O(η3).

� �������=� �=�$���K�Q�

a∗ ≥ α

(

1 + (1 − θ)η −
θ(1 − θ)

N
η2 + O(η3)

)

.

���
� �B���h�K� �����������B���������*�K�K�

1

β − λ+

θ

=
1

θαη
,

1

β − λ−

θ

=
1 + θη

θβη
�#¡¥��
��I¡¢�B�
���h�K�K�Q�

β − a∗

α
≥

θη(1 + η)

1 + (θ + N − 1)η/N
= θη

(

1 + η − (θ + N − 1)η/N + O(η2)
)

.

� �������=� �=�$���K�Q�

a∗ ≤ α

(

1 + (1 − θ)η −
θ(1 − θ)

N
η2 + O(η3)

)

.

�%�h�����*���K�h�ª���K���=�����h�K�����m�������1�h�����=�K�����=��
 �K�=���K�=�S�¶·|�I¡¢�*���K����¸|�=���*�
�*�������=�$�
�����1�*�����K�����=�m­��B�m�^��� ¨ �K�������K���5�B���K�����B���K���Q�^�K��� ¨

a∗ = θα + (1 − θ)β −
θ(1 − θ)α

N
η2 + O(η3)
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