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Optimisation paramétrique : 10 points

. Par définition le Lagrangien est la somme de la fonction objectif et de
la formulation variationnelle de ’équation d’état considérée comme une
contrainte. Cette formulation variationnelle est : trouver u € HJ () tel
que

/(V-Vu¢+hw-v¢>)dx=/f¢dx Vo e HY Q).
Q Q

Par conséquent, pour tout (h,v,q) € Usq x Hy () x H}(Q), le Lagran-
gien est

E(h,v,q):/hh}\?dx—i-/(V-Vvq—i—th-Vq)dx—/fqu.
Q Q Q

La formulation variationnelle de 1’équation adjointe est par définition
donnée par

oL B 1
<%(h?uap)>¢>_0 V¢EHO(Q)7

ce qui est équivalent a

/2hu¢da:+/(V-v¢p+hvp-v¢)dx=0 Ve HY(Q).
Q Q

Apreés intégration par parties, comme divl” = 0, on obtient ’équation
adjointe
—V - Vp—div(hVp) = —2hu  dans (2,
{ p=0 sur Of).

. La dérivée de la fonction objectif J(h) est donnée, pour tout k € L>°(£2),
par
!/ / aﬁ
(J'(h), k) = | J(Wkdr = (- (h,u,p), k).
0 oh
On obtient donc
oL

(w0 = [k (uf? + V- Vp) da,
Q
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c’est-a-dire que
J'(h) = |u|* + Vu - Vp.

. Si la fonction objetif était la compliance

I = | ) u(w) s
Q
on aurait un état adjoint donné par

-V -Vp—div (hVp) = —f dans Q,
p=0 sur 0.

Comme le signe de la vitesse a changé dans 1’équation adjointe (par
rapport a I’équation d’état), on ne peut pas dire que u = £p en général.
Le probléme n’est donc pas auto-adjoint.

Optimisation géométrique : 10 points

. Par définition le Lagrangien est la somme de la fonction objectif et de
la formulation variationnelle de ’équation d’état considérée comme une
contrainte. Comme I'p est fixe, on peut définir un espace de fonctions

V ={ve H'(R?) tel que v =0sur ['p}.

Pour tout (Q,v,q) € Uyg x V x V, le Lagrangien est

E(Q,v,q):/\v—u()]?ds—i-/Vv-qu:U—/fqu—/ gqds.
r Q Q 'y

La formulation variationnelle de 1’équation adjointe est par définition
donnée par

oL
(5-(%u,p).6) =0 YoV,

ce qui nous donne

Q/F(u—uo)d)ds—l—/QVQS-Vpdx:() VoelV.

On en déduit I’équation pour I’état adjoint p :

—Ap=0 dans €2,
6—£ = —2(u—1wup) surTl,

§—Z =0 sur 'y,
p=20 sur I'p.



2. La dérivée de forme est

oL

T(@0) = 5=

(Q2,u,p)(0).

Comme seul I' est variable, on obtient

J(Q)(0) = / (V- Vp— fp)0-nds

T

2
+/ <M+H\u—u0]2>9~nd&
T 3n

3. Siu=wgsur ', alors p=20et

Olu —ug|*

O(u — )
o = 2(u — up) ————=

on '’
donc la dérivée de forme est nulle, J'(2)(0) = 0. C’est logique puisque,

dans ce cas J(€2) = 0 qui est la valeur minimum possible pour cette
fonction objectif qui est toujours positive.



