
ECOLE POLYTECHNIQUEProgramme d'Approfondissement SISMCon
eption optimale de stru
tures (G. Allaire)Corrigé de l'examen é
rit du 18 Mars 2009 (2 heures)
1 Optimisation paramétrique : 10 points1. Par dé�nition le Lagrangien est la somme de la fon
tion obje
tif et dela formulation variationnelle de l'équation d'état 
onsidérée 
omme une
ontrainte. Cette formulation variationnelle est : trouver u ∈ H1

0
(Ω) telque

∫

Ω

(V · ∇uφ + h∇u · ∇φ) dx =

∫

Ω

fφ dx ∀φ ∈ H1

0
(Ω).Par 
onséquent, pour tout (h, v, q) ∈ Uad ×H1

0
(Ω)×H1

0
(Ω), le Lagran-gien est

L(h, v, q) =

∫

Ω

h|v|2dx +

∫

Ω

(V · ∇vq + h∇v · ∇q) dx −

∫

Ω

fq dx.La formulation variationnelle de l'équation adjointe est par dé�nitiondonnée par
〈
∂L

∂v
(h, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ H1

0
(Ω),
e qui est équivalent à

∫

Ω

2huφ dx +

∫

Ω

(V · ∇φp + h∇p · ∇φ) dx = 0 ∀φ ∈ H1

0
(Ω).Après intégration par parties, 
omme divV = 0, on obtient l'équationadjointe

{

−V · ∇p − div (h∇p) = −2hu dans Ω,

p = 0 sur ∂Ω.2. La dérivée de la fon
tion obje
tif J(h) est donnée, pour tout k ∈ L∞(Ω),par
〈J ′(h), k〉 =

∫

Ω

J ′(h)k dx = 〈
∂L

∂h
(h, u, p), k〉.On obtient don


〈
∂L

∂h
(h, u, p), k〉 =

∫

Ω

k
(

|u|2 + ∇u · ∇p
)

dx,1




'est-à-dire que
J ′(h) = |u|2 + ∇u · ∇p.3. Si la fon
tion objetif était la 
omplian
e
J̃(h) =

∫

Ω

f(x) u(x) dx,on aurait un état adjoint donné par
{

−V · ∇p − div (h∇p) = −f dans Ω,

p = 0 sur ∂Ω.Comme le signe de la vitesse a 
hangé dans l'équation adjointe (parrapport à l'équation d'état), on ne peut pas dire que u = ±p en général.Le problème n'est don
 pas auto-adjoint.2 Optimisation géométrique : 10 points1. Par dé�nition le Lagrangien est la somme de la fon
tion obje
tif et dela formulation variationnelle de l'équation d'état 
onsidérée 
omme une
ontrainte. Comme ΓD est �xe, on peut dé�nir un espa
e de fon
tions
V = {v ∈ H1(R2) tel que v = 0 sur ΓD}.Pour tout (Ω, v, q) ∈ Uad × V × V , le Lagrangien est

L(Ω, v, q) =

∫

Γ

|v − u0|
2ds +

∫

Ω

∇v · ∇q dx −

∫

Ω

fq dx −

∫

ΓN

gq ds.La formulation variationnelle de l'équation adjointe est par dé�nitiondonnée par
〈
∂L

∂v
(Ω, u, p), φ〉 = 0 ∀φ ∈ V,
e qui nous donne

2

∫

Γ

(u − u0)φ ds +

∫

Ω

∇φ · ∇p dx = 0 ∀φ ∈ V.On en déduit l'équation pour l'état adjoint p :














−∆p = 0 dans Ω,
∂p

∂n
= −2(u − u0) sur Γ,

∂p

∂n
= 0 sur ΓN ,

p = 0 sur ΓD.2



2. La dérivée de forme est
J ′(Ω)(θ) =

∂L

∂Ω
(Ω, u, p)(θ).Comme seul Γ est variable, on obtient

J ′(Ω)(θ) =

∫

Γ

(∇u · ∇p − fp) θ · n ds

+

∫

Γ

(

∂|u − u0|
2

∂n
+ H|u − u0|

2

)

θ · n ds.3. Si u = u0 sur Γ, alors p = 0 et
∂|u − u0|

2

∂n
= 2(u − u0)

∂(u − u0)

∂n
,don
 la dérivée de forme est nulle, J ′(Ω)(θ) = 0. C'est logique puisque,dans 
e 
as J(Ω) = 0 qui est la valeur minimum possible pour 
ettefon
tion obje
tif qui est toujours positive.
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