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Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)

Examen érit du 15 Février 2016 (2 heures)

Les problèmes I et II sont indépendants. La qualité de la rédation sera un

élément important d'appréiation. Les résultats �naux de tous les aluls

demandés devront être enadrés.

Problème I

On onsidère l'équation de Boltzmann linéaire dans le as monoinétique ave

sattering isotrope et symétrie de type slab, d'inonnue u ≡ u(t, x, µ) :
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∂tu+ µ∂xu+ σ(u − 〈u〉) = 0 , 0 < x < 1 , 0 < |µ| ≤ 1 ,

u(t, 0, µ) = 0 , 0 < µ ≤ 1 ,

u(t, 1, µ) = 0 , − 1 ≤ µ ≤ 0 ,

u(0, x, µ) = u0(x, µ) ,

ave σ > 0, une donnée initiale (régulière) u0(x, µ) ≥ 0, et où l'on note

〈u〉(t, x) = 1
2

∫ 1

−1

u(t, x, µ)dµ .

On disrétise le problème (P) ave le shéma déentré amont impliite en temps.

Pour un entier N ≥ 1 on dé�nit le pas d'espae ∆x = 1/(N + 1). Pour un entier

K ≥ 1 on dé�nit le pas d'intégration en vitesse ∆µ = 1/K. Le pas de temps est

noté ∆t > 0. On note xj = j∆x les points d'espae pour 0 ≤ j ≤ N + 1, tn = n∆t
les temps disrets pour n ≥ 0, µk = ±(k − 1/2)∆µ les vitesses disrètes, pour

1 ≤ k ≤ K, et un
j,k l'approximation de la solution u en (tn, xj , µ

k). Si µk > 0, le
shéma s'érit, pour n ≥ 1 et 1 ≤ j ≤ N ,

un
j,k − un−1

j,k

∆t
+ µk

un
j,k − un

j−1,k

∆x
+ σ(un

j,k− < un
j >) = 0

ave

< un
j >=

∆µ

2

K
∑

|k|=1

un
j,k ,

la donnée initiale u0
j,k = u(xj , µ

k) et les onditions aux limites

un
0,k = 0 si µk > 0 , un

N+1,k = 0 si µk < 0 .

1) Erire le shéma déentré amont impliite lorsque µk < 0.
2) On note un

le veteur de omposantes un
j,k. Montrer que le shéma se met sous

la forme

Mun = un−1 ,

ave une matrie M dont on préisera la struture.

3) Montrer que la matrie M est une M-matrie strite. En déduire que le shéma

est bien dé�ni, 'est-à-dire que l'on peut aluler de manière unique un
.

4) Montrer que la solution disrète un
j,k reste positive au ours du temps.

5) Démontrer l'inégalité

N
∑

j=1

< un
j > ≤

N
∑

j=1

< un−1
j > .

En déduire la stabilité du shéma dans une norme L1
disrète.

6) Que peut-on dire de la onvergene du shéma ?
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Problème II

Dans tout e problème, on notera S la fontion dé�nie sur C par la formule

S(z) =
sin z

z
, z 6= 0 , S(0) = 1 .

Soit f ≡ f(t, x, µ) où x ∈ R et |µ| ≤ 1 solution de

(∂t + µ∂x)f = 〈f〉 − f , f(t, x, µ) = f(t, x+ 1, µ) , f(0, x, µ) = ρin(x) ,

où

〈f〉(t, x) := 1
2

∫ 1

−1

f(t, x, µ)dµ .

Comme f est périodique de période 1 en la variable x, on la représentera par sa

série de Fourier en x, dont les oe�ients seront notés

f̂(t, k, µ) :=

∫ 1

0

f(t, x, µ)e−i2πkxdx , pour tout k ∈ Z .

1) Erire l'équation di�érentielle satisfaite par f̂(t, k, µ).

2) Exprimer f̂ en fontion de ρ̂ := 〈f̂〉 et de ρ̂in.
3) Caluler ρ̂(t, 0), et préiser la signi�ation physique de e résultat.

4) En déduire une équation intégrale satisfaite par ρ̂, de la forme

ρ̂(t, k)−

∫ t

0

M(t− s, k)ρ̂(s, k)ds = P̂ (t, k) , t ≥ 0 ,

où M et P̂ sont des fontions que l'on alulera. (On pourra moyenner en µ haque

membre de l'égalité obtenue à la question 2.)

5) Soit α > 0. Quelle est l'équation intégrale satisfaite par eαtρ̂(t, k) ?
6) Montrer que, pour 0 ≤ α < 1, pour tout k ∈ Z \ {0} et tout u ∈ C(R+)

∣

∣

∣

∣

eαt
∫ t

0

M(t− s, k)u(s)ds

∣

∣

∣

∣

≤

(

1
2 +

1

π(1 − α)

)

sup
s≥0

eαs|u(s)| .

(On pourra déomposer l'intégrale

∫ ∞

0

e−(1−α)t|S(2πkt)|dt

sur les intervalles [0, 1/(2|k|)] et [1/(2|k|),∞[.)
7) Montrer que, pour tout α ∈ [0, 1 − 2

π
[, il existe une onstante Cα > 0 que l'on

expliitera telle que

|ρ̂(t, k)| ≤ Cαe
−αt|ρ̂in(k)| pour tout t > 0 et k 6= 0 .

8) En utilisant l'égalité de Parseval, montrer que, pour tout α ∈ [0, 1 − 2
π
[ et tout

t > 0
∥

∥

∥

∥

ρ(t, ·)−

∫ 1

0

ρin(y)dy

∥

∥

∥

∥

L2(0,1)

≤ Cαe
−αt‖ρin‖L2(0,1) .

9) Montrer que, pour tout α ∈ [0, 1 − 2
π
[, il existe une onstante C′

α > 0 que l'on

expliitera telle que, pour tout t > 0
∥

∥

∥

∥

f(t, ·, ·)−

∫ 1

0

ρin(y)dy

∥

∥

∥

∥

L2([0,1]×[−1,1])

≤ C′
αe

−αt‖ρin‖L2(0,1) .


