
ECOLE POLYTECHNIQUE3ème année, MAP 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Corrigé de l'examen érit du 24 Mars 2009 (2 heures)1 Shéma numérique1. On multiplie par u l'équation et on intègre par parties en x pour obtenir
1

2

d

dt

∫ 1

0
u2(t, x) dx +

a

2

(

u2(t, 1) − u2(t, 0)
)

= 0,qui, après intégration en temps, donne
∫ 1

0
u2(t, x) dx + a

∫ t

0
u2(s, 1) ds =

∫ 1

0
u2

0(x) dx + a

∫ t

0
f2(s) ds .Comme a > 0, on en déduit

∫ 1

0
u2(t, x) dx ≤

∫ 1

0
u2

0(x) dx + a

∫ t

0
f2(s) ds .2. On alule l'erreur de tronature du shéma

E =
u(tn+1, xj) − u(tn, xj)

∆t
+ a

u(tn+1, xj) − u(tn+1, xj−1)

∆xpour trouver, en faisant un développement de Taylor autour du point (tn+1, xj),
E =

(

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x

)

(tn+1, xj) + O (∆t + ∆x)e qui prouve que le shéma est onsistant et d'ordre 1 au moins.3. En notant c = a∆t
∆x

, on réérit le shéma
un+1

j =
c

(1 + c)
un+1

j−1 +
1

(1 + c)
un

j . (1)Ce shéma peut paraitre impliite mais il n'en est rien ar la matrie dusystème linéaire assoié à (1) est triangulaire et on peut don résoudre ex-pliitement (1) en progressant dans le sens des j roissants. On part de laondition aux limites
un+1

0 = f(tn+1)1



et on alule de prohe en prohe la nouvelle valeur un+1
j en fontion de lapréédente un+1

j−1 .4. On véri�e le prinipe du maximum en remarquant que (1) est une om-binaison onvexe. Soit deux onstantes m ≤ M telles que
m ≤ f(tn), u0(xj) ≤ M ∀n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N}.Par réurrene, on suppose que

m ≤ un
j ≤ M ∀ j ∈ {0, 1, ..., N},et on déduit de (1) les mêmes inégalités pour les valeurs de j roissant de 1à N . Le shéma, véri�ant ainsi le prinipe du maximum disret, est stable

L∞. Comme il est aussi onsistant, il onverge par appliation du théorèmede Lax.5. Le shéma se réérit
Un+1 − Un

∆t
+ AUn+1 = 0ave

(AUn)j =
a

∆x
(un

j − un
j−1) =

a

2∆x

(

(un
j+1 − un

j−1) + (2un
j − un

j+1 − un
j−1)

)

.On véri�e que
AUn · Un =

a

2∆x

N
∑

j=1

(

(un
j+1 − un

j−1)u
n
j + ((un

j − un
j−1) − (un

j+1 − un
j ))un

j

)

=
a

2∆x



un
N+1u

n
N − un

1un
0 +

N
∑

j=1

(un
j − un

j−1)
2 − (un

N+1 − un
N )un

N + (un
1 − un

0 )un
0





≥ −
a

2∆x
(un

0 )2.On multiplie alors le shéma par Un+1 + Un = 2Un+1 + ∆tAUn+1 pourobtenir
|Un+1|2 − |Un|2 + ∆t

(

2AUn+1 · Un+1 + ∆t|AUn+1|2
)

= 0d'où l'on déduit
|Un+1|2 ≤ |Un|2 +

a∆t

∆x
(un

0 )2qui onduit au résultat désiré par sommation en n.2



2 Limite de di�usion1a. L'équation (B) posée sur R+ × R ave ondition initiale
F+

∣

∣

t=0
= F in

+ , F−

∣

∣

t=0
= F in

−admet une unique solution généralisée (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) qui est delasse C1 sur R+ × R (f. Théorème 3.1.2 du ours.) Cette solution estdonnée par la formule
(F+, F−)(t, x) =

∑

n≥0

T nF [F in
+ , F in

− ]où
F [F in

+ , F in
− ](t, x) = (e−σtF in

+ (x − tω), e−σtF in
− (x + tω))et où

T (G+, G−)(t, x) = σ(1+γ)
2

∫ t

0
e−σ(t−s)(G(s, x+(s−t)ω), G(s, x−(s−t)ω))dsave la notation
G =

G+ + G−

2
.On véri�e sans peine, par dérivation sous le signe d'intégrale, que, pour tout

n ≥ 1,
∂xT

nF [F in
+ , F in

− ] = T nF [∂xF in
+ , ∂xF in

− ] sur R+ × R ,puis que la série
∑

n≥0

∂xT
nF [F in

+ , F in
− ]est normalement onvergente dans L∞([0, T ] × R;R2) pour tout T > 0,puisque

‖∂xT
nF [F in

+ , F in
− ]‖L∞([0,T ]×R;R2)

≤
σn(1 + γ)nT n

2nn!
max(‖∂xF in

+ ‖L∞(R), ‖∂xF in
− ‖L∞(R)) .Ainsi F± admet une dérivée partielle par rapport à x ontinue en tout pointde R+ × R.D'autre part, omme (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) est solution généralisée del'équation (B), les fontions

s 7→ F+(t + s, x + sω) et s 7→ F−(t + s, x − sω)sont de lasse C1 sur [−t,+∞[ pour tout (t, x) ∈ R+ × R, de sorte que
F± admet une dérivée partielle par rapport à t ontinue en tout point de
R+ ×R. 3



Comme F± admet des dérivées partielles ontinues par rapport aux deuxvariables t et x sur R+ × R, on onlut que F± ∈ C1(R+ × R).1b. Soit (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) la solution de (B) de lasse C1 sur R+ × Rave donnée initiale
F+

∣

∣

t=0
= F in

+ , F−

∣

∣

t=0
= F in

−Posons G+(t, x) = F−(t,−x) et G−(t, x) = F+(t,−x) ; évidemment
G+(0, x) = F−(0,−x) = F in

− (−x) = F in
+ (x) ,

G−(0, x) = F+(0,−x) = F in
+ (−x) = F in

− (x) .D'autre part,
(∂t + ω∂x)G+(t, x) = (∂t − ω∂x)F−(t,−x)

=
(

σ(1 + γ)F − σF−

)

(t,−x) =
(

σ(1 + γ)G − σG+

)

(t, x)et de même
(∂t − ω∂x)G−(t, x) = (∂t + ω∂x)F−(t,−x) =

(

σ(1 + γ)G − σG−

)

(t, x)Don (t, x) 7→ (G+, G−)(t, x) est solution de lasse C1 de l'équation (B) sur
R+ ×R de même donnée initiale que la solution (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x). Cesdeux solutions oïnident don par uniité de la solution du problème deCauhy pour (B). Don en partiulier

G+(t, x) = F−(t,−x) = F+(t, x) pour tout (t, x) ∈ R+ × R .On véri�e de même que (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) et (t, x) 7→ (H+,H−)(t, x)� où H± est dé�nie par H±(t, x) = F±(t, x + 2L) � sont solutions duproblème de Cauhy pour l'équation (B) ave la même donnée initiale : ellesoïnident don sur R+ × R, de sorte que
F±(t, x) = F±(t, x + 2L) , (t, x) ∈ R+ × R .2. Sous les hypothèses faites sur f in

± , on véri�e que les fontion F in
± de période

2L dé�nies par
F in

+ (x) =

{

f+(x) , 0 ≤ x ≤ L ,

f−(−x) , −L ≤ x ≤ 0,
F in
− (x) =

{

f−(x) , 0 ≤ x ≤ L ,

f+(−x) , −L ≤ x ≤ 0.sont de lasse C1 sur R. Le problème de Cauhy pour l'équation (B) avedonnée initiale
F±

∣

∣

t=0
= F in

±4



admet don une unique solution (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) de lasse C1 sur
R+ ×R.Posons alors

f+ = F+

∣

∣

[0,L]
et f− = F−

∣

∣

[0,L]
.Evidemment (t, x) 7→ (f+, f−) est solution de l'équation (B) de lasse C1 sur

R+ × [0, L] véri�ant la ondition initiale (CI). D'après la question 1b.
f+(t, 0) = f−(t, 0) et f+(t, L) = F−(t,−L) = F−(t, L) = f−(t, L)de sorte que ette solution véri�e aussi la ondition aux limites (CL).Véri�ons l'uniité : supposons que f in

± = 0 et montrons que f± = 0 sur
R+×R. Multiplions la première équation de (B) par f+ et la seonde par f−,et ajoutons membre à membre les deux égalités ainsi obtenues : on trouveque

1
2∂t(f

2
+ + f2

−) + 1
2ω∂x(f2

+ − f2
−) = −1

2σ(1 + γ)(f+ − f−)2 + σγ(f2
+ + f2

−) .On intègre alors en x haque membre de ette égalité, en remarquant que
∫ L

0
∂x(f2

+ − f2
−)(t, x)dx = f2

+(t, L) − f2
−(t, L) − f2

+(t, 0) + f2
−(t, 0) = 0en utilisant la ondition de ré�exion (CL). Don, par dérivation sous le signed'intégrale :

d

dt

∫ L

0
(f2

+ + f2
−)(t, x)dx ≤ 2σγ

∫ L

0
(f2

+ + f2
−)(t, x)dxe qui montre que

∫ L

0
(f2

+ + f2
−)(t, x)dx ≤ e2σγt

∫ L

0
(f2

+ + f2
−)(0, x)dx = 0 .On en déduit don que f+ = f− = 0, d'où l'uniité.3. Supposons que q+ et q− sont des fontions ontinues sur R+ × [0, L]véri�ant la ondition aux limites (CL). Alors les fontions 2L-périodiques

Q+ et Q− dé�nies par
Q+(t, x) =

{

q+(t, x) , 0 ≤ x ≤ L ,

q−(t,−x) , −L ≤ x ≤ 0,

Q−(t, x) =

{

q−(t, x) , 0 ≤ x ≤ L ,

q−(t,−x) , −L ≤ x ≤ 0.sont ontinues sur R. Soit (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) la solution généralisée de(BS) sur R+ ×R ave terme soure Q± et donnée initiale (F in
+ , F in

− ) dé�nie5



omme dans la partie existene de la question 2.. On montre omme dans laquestion 2. que
f+ = F+

∣

∣

R+×[0,L]
et f− = F−

∣

∣

R+×[0,L]dé�nissent une solution généralisée de (BS) ave les onditions aux limites(CL) et la ondition initiale (CI).D'après le prinipe du maximum pour l'équation de Boltzmann linéairedans l'espae entier, on a
max(‖F+(t, ·)‖L∞(R), ‖F−(t, ·)‖L∞(R))

≤ eσγT max(‖F in
+ ‖L∞(R), ‖F

in
− ‖L∞(R))

+ TeσγT max(‖Q+‖L∞([0,T ]×R), ‖Q−‖L∞([0,T ]×R))

= eσγT max(‖f in
+ ‖L∞([0,L]), ‖f

in
− ‖L∞([0,L]))

+ TeσγT max(‖q+‖L∞([0,T ]×[0,L]), ‖q−‖L∞([0,T ]×[0,L]))pour tout t ∈ [0, T ], d'où le prinipe du maximum herhé :
max(‖f+(t, ·)‖L∞([0,L]), ‖f−(t, ·)‖L∞([0,L]))

≤ eσγT max(‖f in
+ ‖L∞([0,L]), ‖f

in
− ‖L∞([0,L]))

+ TeσγT max(‖q+‖L∞([0,T ]×[0,L]), ‖q−‖L∞([0,T ]×[0,L]))pour tout t ∈ [0, T ].4a. S'il existe une solution (F+, F−) au système d'équations onsidérées,alors
S+ + S− = F+ −

F+ + F−

2
+ F− −

F+ + F−

2
= F+ + F− − (F+ + F) = 0 .Réiproquement, si S+ = −S− =: S, une solution du système onsidéré estdon

F 0
+ = S , F 0

− = −S .Toutes les solutions de e système sont alors de la forme
F+ = F + S , F− = F − S ,où x 7→ F est une fontion ontinue arbitraire sur [0, L].4b. On suit la démonstration du théorème d'approximation par la di�usion(Théorème 4.3.1 du ours).(i) On doit faire un hangement d'éhelle de temps t 7→ ǫt de sorte quel'équation de Boltzmann linéaire onsidérée est

(Bǫ)







ǫ∂tf+ + ω∂xf+ = σ̂
ǫ
(1 + ǫ2γ̂)f++f−

2 − σ̂
ǫ
f+ ,

ǫ∂tf− − ω∂xf− = σ̂
ǫ
(1 + ǫ2γ̂)f++f−

2 − σ̂
ǫ
f− .6



On herhe alors la solution sous la forme d'un développement formel enpuissanes de ǫ :
f ǫ
±(t, x) =

∑

k≥0

ǫkfk
±(t, x)et on trouve suessivement (f. notes de ours) que

f0
±(t, x) = f0(t, x)(indépendant des indies + ou −), puis que

f1
+(t, x) = −

1

σ̂
ω∂xf0(t, x) ,

f1
−(t, x) = +

1

σ̂
ω∂xf0(t, x) ,A haque étape, on doit résoudre une équation du type étudié dans la ques-tion 4a..(ii) On trouve ainsi que f0 doit véri�er l'équation de di�usion :

∂tf
0 −

1

3σ̂
∂2

xf0 = σ̂γ̂f0 ,e qui est la ondition de ompatibilité dans la question 4a. garantissantl'existene de f2
±.(iii) Les onditions aux limites

0 = f ǫ
+(t, 0) − f ǫ

−(t, 0) = −2ǫ
ω

σ̂
∂xf0(t, 0) + O(ǫ2)et

0 = f ǫ
+(t, L) − f ǫ

−(t, L) = −2ǫ
ω

σ̂
∂xf0(t, L) + O(ǫ2)entraînent que f0 véri�e la ondition de Neuman

∂xf0(t, 0) = ∂xf0(t, L) = 0 modulo O(ǫ) .(iv) La ondition initiale sur f ǫ
±

f in(x) = f ǫ
+(0, x) = f0(0, x) − ǫ

ω

σ̂
∂xf0(0, x) + O(ǫ2)

f in(x) = f ǫ
−(0, x) = f0(0, x) + ǫ

ω

σ̂
∂xf0(0, x) + O(ǫ2)fournit une ondition initiale pour f0 :

f0
∣

∣

t=0
= f in modulo O(ǫ) .(v) En appliquant le prinipe du maximum de la question 3., on démontreomme dans la preuve du Théorème 4.3.1 du ours que

‖f ǫ
± − q‖L∞([0,T ]×[0,L]) ≤ CT ǫ7



pour tout ǫ > 0, où CT est une onstante positive qui ne dépend que de Tet des données su problème, et où q ≡ q(t, x) est la solution de l'équation dedi�usion ave ondition Neumann au bord :






∂tq −
ω2

σ̂
∂2

xq = σ̂γ̂q ,

∂xq
∣

∣

x=0
= ∂xq

∣

∣

x=L
= 0 ,

q
∣

∣

t=0
= f in .
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