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1. Transport et diffusion: 10 points

1) On trouve u0(x, µ) = u0(x) et uk(x, µ) = 〈uk〉(x) − µ∂xuk−1(x, µ) pour k ≥ 1.
Ainsi u1(x, µ) = C1(x) − µu′

0(x) et u2(x, µ) = C2(x) − µC′
1(x) + µ2u′′

0(x) où C1

et C2 sont deux fonctions indeterminées de la seule variable x. Le problème de
diffusion vérifié par u0 est

{

u′′
0(x) = 0 , |x| < 1 ,

u0(±1) = U± .

2) On obtient















µ∂xvǫ +
1

ǫ
(vǫ − 〈vǫ〉) = 0 , |x| < 1 , |µ| < 1 ,

vǫ(−1, +µ) = +ǫµU ′ , 0 < µ < 1 ,

vǫ(+1,−µ) = −ǫµU ′ , 0 < µ < 1 ,

3) En multipliant par vǫ chaque membre de l’équation vérifiée par vǫ, on a

1

ǫ
‖vǫ − 〈vǫ〉‖2

L2([−1,1]2) = 1
2

∫ 1

−1

µvǫ(−1, µ)2dµ − 1
2

∫ 1

−1

µvǫ(1, µ)2dµ

≤ 1
2

∫ 1

0

µ3ǫ2U ′2dµ − 1
2

∫ 0

−1

µ3ǫ2U ′2dµ = 1
4ǫ2U ′2 .

de sorte que C0 = 1
4U ′2.

4) On a

∂xvǫ(x, µ) = −Sǫ(x, µ)

µ

et donc

vǫ(x, µ) =















ǫµU ′ − 1

µ

∫ x

−1

Sǫ(y, µ)dy si µ > 0

−ǫµU ′ +
1

µ

∫ x

+1

Sǫ(y, µ)dy si µ < 0

On conclut par Cauchy-Schwarz.
5) En intégrant chaque membre de l’inégalité du 4) sur [−1, 1]× ([−1,−α]∪ [α, 1])
on trouve
∫ 1

−1

∫

α≤|µ|≤1

vǫ(x, µ)2dxdµ ≤ 2

∫ 1

−1

∫

α≤|µ|≤1

(

ǫ2µ2U ′2 +
2

α2
‖Sǫ(·, µ)‖2

L2(−1,1)

)

dxdµ

≤ 8

3
ǫ2U ′2 +

8

α2
‖Sǫ‖2

L2([−1,1]2) = C1ǫ
2U ′2 +

C2

α2
C0ǫ

avec C1 = 8
3 et C2 = 8.

1



2

6) On a

∫ 1

−1

∫ α

−α

vǫ(x, µ)2dxdµ ≤ 2

∫ 1

−1

∫ α

−α

(

(vǫ(x, µ) − 〈vǫ〉(x))2 + 〈vǫ〉(x)2
)

dxdµ

≤ 2‖vǫ − 〈vǫ〉‖2
L2([−1,1]2) + 4α

∫ 1

−1

〈vǫ〉(x)2dx ≤ 2C0ǫ
3 + 8α‖vǫ‖2

L2([−1,1]2)

7) Donc

‖vǫ‖2
L2([−1,1]2) ≤ C1ǫ

2U ′2 +
C2

α2
C0ǫ + 2C0ǫ

3 + 8α‖vǫ‖2
L2([−1,1]2)

d’où, en choisissant α = 1
16

‖vǫ‖2
L2([−1,1]2) ≤ 2ǫ(C1U

′2ǫ + 256C2C0 + 2C0ǫ
2) ≤ 2ǫ(512 + 8

3 ǫ + 1
2ǫ2)U ′2

De sorte que

‖vǫ‖L2([−1,1]2) ≤ 32|U ′|
√

ǫ(1 + 1
192 ǫ + 1

1024ǫ2)1/2 ,

et

‖uǫ − U‖L2([−1,1]2) ≤ 32|U ′|
√

ǫ(1 + 1
192ǫ + 1

1024ǫ2)1/2 + 2√
3
ǫ|U ′| .

2. Schéma numérique: 10 points

1) On calcule l’erreur de troncature du schéma

E =
u(tn+1, xj) − u(tn, xj)

∆t
− ν

(∆x)2

(

θ(δ2u)(tn+1, xj) + (1 − θ)(δ2u)(tn, xj)
)

avec

(δ2u)(tn, xj) = u(tn, xj−1) − 2u(tn, xj) + u(tn, xj+1).

Un développement de Taylor conduit à

E =
∂u

∂t
(tn, xj) − νθ

∂2u

∂x2
(tn+1, xj) − ν(1 − θ)

∂2u

∂x2
(tn, xj) + O

(

(∆t) + (∆x)2
)

=
∂u

∂t
(tn, xj) − ν

∂2u

∂x2
(tn, xj) + O

(

(∆t) + (∆x)2
)

ce qui prouve la consistance et l’ordre 1 (au moins).
2) En notant c = ν∆t/(∆x)2, on réécrit le schéma sous la forme

un+1
j − cθ(un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1 ) = un
j + c(1 − θ)(un

j+1 − 2un
j + un

j−1).

Autrement dit, on a

AUn+1 = BUn

avec les matrices

A =













1 + 2cθ −cθ 0

−cθ
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . −cθ
0 −cθ 1 + 2cθ












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et

B =













1 − 2c(1 − θ) c(1 − θ) 0

c(1 − θ)
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . c(1 − θ)
0 c(1 − θ) 1 − 2c(1 − θ)













La matrice A est clairement une M -matrice stricte. Elle est donc inversible et on
peut bien calculer Un+1 à chaque itération.

3) Sous la condition CFL 1 − 2c(1 − θ) ≥ 0, qui est équivalente à

∆t ≤ (∆x)2

2ν(1 − θ)
,

on voit que B est une matrice positive (à coefficients positifs). Or, comme A est
une M -matrice inversible, A−1 est strictement positive. Donc, par récurrence, si
la donnée initiale U0 est positive, alors Un est positif pour tout n. De même, si
U0 ≤ M avec M un vecteur de composantes toutes égales à M > 0, alors Un ≤ M .
Le schéma vérifie donc le principe du maximum discret, ce qui implique qu’il est
stable pour la norme L∞. Par application du théorème de Lax, un schéma stable et
consistant est convergeant: donc le schéma converge en norme L∞ sous la condition
CFL ci-dessus.

4) En posant U∗ = θUn+1 + (1 − θ)Un, on vérifie que le schéma se réécrit sous
la forme

Un+1 − Un

∆t
+ KU∗ = 0

avec une matrice

K =
ν

(∆x)2













2 −1 0

−1
. . .

. . . 0

0
. . .

. . . −1
0 −1 2













qui est clairement définie positive. Un calcul évident permet de vérifier que 2U∗ =
(Un+1 + Un) + (2θ − 1)(Un+1 − Un).

5) En multipliant le schéma par 2U∗ on obtient

Un+1 − Un

∆t
·
(

(Un+1 + Un) + (2θ − 1)(Un+1 − Un)
)

+ 2KU∗ · U∗ = 0,

ce qui conduit à

|Un+1|2 − |Un|2
∆t

+ (2θ − 1)
|Un+1 − Un|2

∆t
+ 2KU∗ · U∗ = 0.

Comme K est positive et 1/2 ≤ θ ≤ 1, on en déduit que

|Un+1|2 ≤ |Un|2,
c’est-à-dire que le schéma est stable en norme L2 (sans condition sur le pas de
temps).


