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1. TRANSPORT ET DIFFUSION: 10 POINTS

1) On trouve ug(x, 1) = uo(x) et ug(z, p) = (ug)(x) — pdyur—1(z, ) pour k > 1.
Ainsi uy(z, 1) = Ci(x) — puh(z) et ug(w, u) = Ca(z) — pCi(z) + p2uf(z) ou Cy
et Cy sont deux fonctions indeterminées de la seule variable z. Le probleme de
diffusion vérifié par ug est

ug(z) =0, |z[<1,
up(£1) = U .

2) On obtient

1
NaxveJrz(ve*@e»:Oa lz| <1, |ul <1,
05(717+H)Z+EMU/5 0<,U<1,
U€(+177:u’):76/’LU/5 0<,U<1,

3) En multipliant par v, chaque membre de I’équation vérifiée par v, on a

1 1 1
Tl = @l = 4 [ ot 3 [ et

IN

1 0
%/ 132U dy — %/ 132U dy = if2U’2-
0 -1

de sorte que Cp = TU"2.
4) On a

Se(z, )

amve(xa /L) = -
et donc

1 xT

qu’f—/ Se(y,p)dy  sip>0
g

’Uﬁ(xvﬂ):

1 x
—eulU’ + —/ Se(y,p)dy  sip<0
HJ41

On conclut par Cauchy-Schwarz.
5) En intégrant chaque membre de I'inégalité du 4) sur [—1,1] x ([-1, —a] U [a, 1])
on trouve

1 1
2
[ ] wewradsz | | (62u2U’2+—2||SE(-,u)II%2<1,1)) dudy
-1 Jag|pl<1 -1 Ja<|ul<1 @

8 o7 8 2 22y 2
< 3€U% + I8 rap = C1eU” + 5 Coe

avec Cq = % et Oy = 8.
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6) On a

/11 /O; Uﬁ(x’M)ded'u = 2/11 /O; ((Ue(iﬂaﬂ) - <Ue>($))2 + (ve>($)2) dxdy

1

< 2[ve = (W)l F2 121,192y + 404/1<Ue>($)2d$ < 2C0€” + 8allvell 721 1p2)

7) Donc
2 27712 C 3 2
||’U€||L2([_171]2) S 016 U + ?C()e + 2006 + 80&HUE||L2([_1,1]2)
d’ou, en choisissant o = %
Vel 2201y 112y < 26(CLU %€ + 256C5C + 2Coe?) < 2¢(512 + S + Le2) U™
L2([-1,1]%) 3 2
De sorte que

H’UEHLZ([*l,l]Z) < 32|U’|\/€(1 + 19%6 + 10%62)1/2 ,

et
[ue = Ullza(-1,12) < 320U Ve(l + gze + 1g57€7)? + Z5elU”].
2. SCHEMA NUMERIQUE: 10 POINTS
1) On calcule l'erreur de troncature du schéma
W(tnt1,25) — u(tn, ) v
E= S e (P s )+ (L )@t )
avec

(620) (s 27) = wltnsj-1) — 2(tn, ) + ultn, 2141)-
Un développement de Taylor conduit a

— %(tn,xj) - 1/6?a Z(tn-i-l,l'j) —v(l— 9)M(tna$j) + 0 ((At) + (Ax)?)

E Ere) 022

ou 8%u

= a(tn, xj) — u@(tn, zj)+ O ((At) + (Am)Q)

ce qui prouve la consistance et I'ordre 1 (au moins).
2) En notant ¢ = vAt/(Ax)?, on réécrit le schéma sous la forme

u?“ - c@(u?jrrll - 2u?+1 + u?fll) =ul +c(1—0)(uj —2ul +uf ;).

Autrement dit, on a
AU™ ! = BU™
avec les matrices

1+4+2c0 —cb 0
—ch 0

0 —ch 1+ 2cl



1—2¢(1-0) c¢(1-6) 0
c(1—19) 0

0 . . c(l1—10)
0 c(1—=0) 1—2¢(1-6)
La matrice A est clairement une M-matrice stricte. Elle est donc inversible et on
peut bien calculer U"*! & chaque itération.
3) Sous la condition CFL 1 — 2¢(1 — ) > 0, qui est équivalente &

At < (B2
~ 2v(1 - 6)’
on voit que B est une matrice positive (& coefficients positifs). Or, comme A est
une M-matrice inversible, A™! est strictement positive. Donc, par récurrence, si
la. donnée initiale U° est positive, alors U™ est positif pour tout n. De méme, si
U < M avec M un vecteur de composantes toutes égales & M > 0, alors U™ < M.
Le schéma vérifie donc le principe du maximum discret, ce qui implique qu’il est
stable pour la norme L°. Par application du théoreme de Lax, un schéma stable et
consistant est convergeant: donc le schéma converge en norme L* sous la condition
CFL ci-dessus.

4) En posant U* = QU™ + (1 — 0)U™, on vérifie que le schéma se réécrit sous
la forme

UnJrl*Un
— L+ KU"=0
At T
avec une matrice
2 -1 0
v -1 . 0
A2
(Az) 0 _ .-
0o -1 2

qui est clairement définie positive. Un calcul évident permet de vérifier que 2U* =
(UL +U™) + (20 — 1)(U™L —Un).
5) En multipliant le schéma par 2U* on obtient

UnJrl _ Un
(U o)+ o - W - Um) +2KU7 U =0,
ce qui conduit a
|Un+1|2_ |Un|2 |Un+1_Un|2
R 20 -1)——+—— +2KU*-U* = 0.
At RS ey v

Comme K est positive et 1/2 < 0 < 1, on en déduit que

|Un+1|2 S |Un|2,
c’est-a-dire que le schéma est stable en norme L? (sans condition sur le pas de
temps).



