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Exercice 1.

1. On minimise sur
zeV =Ry "N{) =1}

Preés des bords f(z) devient infinie. Comme f
est continue, f admet au moins un minimum.

2. Supposons qu'il existe deux indices i et j tels que

Uj (7

Alors on augmente (légerement) u; et on diminue
(légerement) u; sans modifier les autres uy, tout

en préservant y_ u, = 1. De ce fait on fait

baisser la valeur de f. C’est impossible donc
_ (Aw); ;

flw) = TJ pour tout 7. Donc u est un vecteur

propre associé a A = minge (ks yn f(x).

3. Ona D 'AD = (A%:”) Donc par calcul direct
||[D71AD||s = A. Or
p(A) = p(D~1AD) < [[D"VAD ]| = A < p(A).
Donc A = p(A), ce qui montre le résultat.

4. Le cours énonce de plus que la valeur pro-
pre est simple, a condition de la matrice soit
irréductible.

Exercice 1II.
1. Evident.
2. La premiere équation s’écrit aussi

¢1 =G (%V (0r101 + 0r202) ,)

et pour la deuxieme

2 = G (0,¢1) .

D’ou
¢1 =G (%V (0r101 + 052Go (Ur¢1))> .

Des manipulations identiques aboutissent a la
deuxieme formulation.

3. La discrétisation par Différences Finies des
opérateurs situés a gauche des signes “=" aboutit a

des M-matrices

M;; <0, j #1, ZMij>0-
J

L’inverse N = M ™! est une matrice & coefficients
N;; > 0. L’application du théoreme de Perron est
immédiate.

Exercice III.

1. Evident.
2. Ona
Zpij - 1, Vi.
J
Donc

Pe=cavece' = (1,1,---,1) =1 < p(P).

Or

p(P) < ||Pllco =max [ Y pis | = 1.
J

Donc p(P) = 1.



Exercice IV.

1. Cours. Le parametre € > 0 permet de garantir
que (M +¢)~! a tous ses coefficients > 0.

2. La matrice M est symétrique. Sa plus petite
valeur propre est A\; = 0 associée au vecteur propre
(1,---, 1)t Soit Ay > A1 la deuxieéme valeur
propre. Si Ay = A\; = 0 alors

e =

Maz? =0= 0= (2, M2?) = Z (x} — x7)°.
(4,J)€T

T est Pensemble des paires (4, ) telles que M;; #
0. Alors z? est proportionnel & z' = e, ce qui est
impossible. On a donc bien Ay > 0.

Pour une matrice symétrique les vecteurs propres
sont orthogonaux

(2%, 2') = (2%,e) = 0

(CQFD).

3. En dimension 1 d’espace, on note que M est la
matrice de discrétisation de 1’équation

2
L

dax?

avec conditions de Neumann aux bords. On a

1 -1 0 - 0
-1 2 =1 - 0

M = 0 -1 2 -« 0 | erVxN,
0o 0 0 - 1

Les valeurs propres sont Mz = Ax. Donc
2$i—$i+1—l‘i_1:)\$i, 1 <i<N.

Soient

L _ A +2+/0-22 -1
2

les deux racines du polynome qui définit la récurrence
a trois indices. Donc

T=a ((r+)j)13j§N +b ((f)j)lngN ‘

Or xg = 1 et xy = x4 correspond aux conditions
aux bords. D’ou

a+b=art +br,
a(r®)N +b(r)N = a(r )N 4 b(rm)NH

r

(=) =r7) ()Y = (

La solution générale est
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ke Z.

_ _ so k. -~ ok
Or r=rT =1,donc (r7)? =™~ ie. r~ = €™~ et

r+ = e~i"% . Finalement
k
e =21 —rt =4sin? [ 22 ) € [0,4].
k r r Sin <2N € [0,4]

Les vecteurs propres sont proportionnels a

A=r) (")) 1gjen = A=) gyen

i (A1) - an (442

d’ou

o (02 i (1)

Il est clair que

xr1 = 2s8in WL CcoS ﬂ(jié)
2N N

sépare l’ensemble des points en deux composantes
connexes.

Remarque: On peut vérifier une propriété sim-
ilaire pour le polynome de Legendre P!. Expliquer
pourquoi.




