
ECOLE POLYTECHNIQUE3ème année, MAP 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Examen érit du 24 Mars 2009 (2 heures)1 Shéma numérique : 10 pointsSoit une vitesse onstante et positive a > 0. On onsidére l'équationd'advetion linéaire dans (0, 1) ave une ondition aux limites de �ux entrant














∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1) × R

+
∗

u(t, 0) = f(t) pour t ∈ R
+
∗

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),

(1)où f(t) est une fontion dérivable du temps et u0(x) est une fontion dériv-able sur le segment (0, 1). Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0 (ave N un entierpositif), on dé�nit les noeuds d'un maillage régulier
(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N}.On note un

j une approximation disrète au point (tn, xj) de la solution exate
u(t, x). On onsidère le shéma impliite déentré amont

un+1

j − un
j

∆t
+ a

un+1

j − un+1

j−1

∆x
= 0 pour j ∈ {1, ..., N}, (2)ave la donnée initiale u0

j = u0(xj) et la ondition aux limites un
0 = f(tn).1. Montrer que la solution de (1) véri�e l'inégalité d'énergie

∫

1

0

|u(t, x)|2dx ≤

∫

1

0

|u0(x)|2dx + a

∫ t

0

|f(s)|2ds.2. Montrer que le shéma (2) est onsistant et préis à l'ordre 1 (aumoins).3. Véri�er que, bien que le shéma semble impliite, on peut alulerexpliitement les valeurs un+1

j en fontion des valeurs préédentes un
jet de f(tn+1), quitte à proéder dans un ordre en fontion de j quel'on préisera.4. Montrer que le shéma (2) véri�e le prinipe du maximum disret etest don inonditionnellement stable en norme L∞. Que peut-on direde sa onvergene ? 1



5. On note Un le veteur de omposantes un
j , pour 1 ≤ j ≤ N . Montrerque le shéma (2) peut s'érire

Un+1 − Un

∆t
+ AUn+1 = 0, (3)ave un opérateur a�ne A dé�ni par ses omposantes, 1 ≤ j ≤ N ,

(AUn)j =
a

2∆x

(

(un
j+1 − un

j−1) + (2un
j − un

j+1 − un
j−1)

)(sahant que un
0 = f(tn)) dont on montrera qu'il véri�e

AUn · Un ≥ −
a

2∆x
(un

0 )2.En multipliant (3) par Un+1 + Un = 2Un+1 + ∆tAUn+1 montrer quele shéma est inonditionnellement stable en norme L2 au sens où
N

∑

j=1

∆x|un
j |

2 ≤

N
∑

j=1

∆x|u0
j |

2 +

n
∑

m=1

a∆t|f(tm)|2.2 Limite de di�usion : 10 pointsSoient ω > 0, et des réels σ > 0 et γ > −1. On onsidère l'équationde Boltzmann linéaire à deux vitesses disrètes (±ω) d'inonnue (f+, f−) ≡
(f+(t, x), f−(t, x))

(B)







∂tf+ + ω∂xf+ = σ(1 + γ)f++f
−

2
− σf+ ,

∂tf− − ω∂xf− = σ(1 + γ)f++f
−

2
− σf− .Soient L > 0 et F in

+ et F in
− deux fontions de lasse C1 sur R, périodiquesde période 2L et véri�ant F in

+ (x) = F in
− (−x) pour tout x ∈ R.1a. Soit (t, x) 7→ (F+, F−)(t, x) l'unique solution généralisée sur R+ × Rde l'équation (B) ave ondition initiale F±

∣

∣

t=0
= F in

± . Montrer que Fest de lasse C1 sur R+ × R. (On pourra utiliser la représentation de
F sous la forme d'une série.)1b. Montrer que, pour tout (t, x) ∈ R+ × R,

F+(t, x) = F−(t,−x) , et F±(t, x + 2L) = F±(t, x) .(On pourra utiliser l'uniité de la solution de (B).)2. Soient f in
+ et f in

− deux fontions de lasse C1 sur [0, L] telles que
f in
+ (0) = f in

− (0) , (f in
+ )′(0) = −(f in

− )′(0)

f in
+ (L) = f in

− (L) , (f in
+ )′(L) = −(f in

− )′(L)2



Montrer en s'aidant de la première question que l'équation (B) admetune unique solution (t, x) 7→ (f+, f−)(t, x) de lasse C1 sur R+ × [0, L]véri�ant les onditions aux limites de ré�exion
(CL) f+(t, 0) = f−(t, 0) , f+(t, L) = f−(t, L) , t ≥ 0 ,et la ondition initiale
(CI) f+(0, x) = f in

+ (x) , f−(0, x) = f in
− (x) , 0 ≤ x ≤ L .(Pour l'uniité, on pourra utiliser la méthode d'énergie.)3. Soient q+ et q− deux fontions de lasse C1 sur R+× [0, L] qui véri�entles onditions aux limites (CL). Enoner et démontrer un prinipe dumaximum pour l'équation de Boltzmann linéaire ave terme soure

(BS)







∂tf+ + ω∂xf+ = σ(1 + γ)f++f
−

2
− σf+ + q+ ,

∂tf− − ω∂xf− = σ(1 + γ)f++f
−

2
− σf− + q− ,posée sur R+ × [0, L] ave ondition initiale (CI) et ondition auxlimites (CL).4a. Soient S+ et S− deux fontions ontinues sur [0, L]. Etudier l'existeneet l'uniité de F+ et F− ontinues sur [0, L] telles que







F+ − F++F
−

2
= S+ ,

F− − F++F
−

2
= S− .(On préisera la ondition néessaire et su�sante sur S± pour l'exis-tene ainsi que la lasse d'uniité pour F±.)4b. On suppose désormais que σ = ǫ−1σ̂, que γ = ǫ2γ̂, et que f in

+ = f in
−sur [0, L]. Enoner un résultat d'approximation par la di�usion pourle problème (B)-(CL)-(CI), en préisant notammenti) l'éhelle de temps sur laquelle l'approximation a lieu ;ii) l'équation de di�usion à laquelle on aboutit ;iii) les onditions aux limites assoiées à ette équation de di�usion ;iv) la ondition initiale orrespondante ;v) l'estimation de d'erreur.(On ne demande pas de démonstration détaillée du résultat, mais seule-ment d'esquisser les points où ette démonstration di�ère de la démon-stration de l'approximation par la di�usion donnée en ours.)
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