
ECOLE POLYTECHNIQUE3ème année, MAP/MAT 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Examen érit du 17 Mars 2010 (2 heures)1 Shéma numérique en transport : 6 pointsSoit une vitesse onstante et positive a > 0. On onsidére l'équation detransport sur R
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∂t
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∂u

∂x
= 0 pour (t, x) ∈ R

+
∗
× R

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ R,
(1)où u0(x) est une fontion régulière sur R. Pour ∆t > 0 et ∆x = 1/N > 0(ave N un entier positif), on dé�nit les noeuds d'un maillage régulier

(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ Z,ainsi que les points milieux
(tn+1/2, xj+1/2) =

(

(n + 1/2)∆t, (j + 1/2)∆x
) pour n ≥ 0, j ∈ Z,On note un

j , respetivement u
n+1/2

j+1/2
, une approximation disrète au point

(tn, xj), respetivement (tn+1/2, xj+1/2), de la solution exate u(t, x). Ononsidère le shéma "saute-mouton"
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(2)ave la donnée initiale u0
j = u0(xj) et u

1/2

j+1/2
alulée de manière onsistanteà partir de u0

j (par exemple, par interpolation).1. Montrer que le shéma (2) est onsistant et préis à l'ordre 2.2. Véri�er que la ondition néessaire de stabilité de Von Neumann estsatisfaite lorsque a∆t/∆x ≤ 1.
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2 M-matrie : 4 pointsSoit une vitesse positive a > 0 et un oe�ient de di�usion positif ν > 0.On onsidère une équation de onvetion di�usion






∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
− ν

∂2u

∂x2
= 0 pour (t, x) ∈ R

+
∗
× (0, 1)

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),
(3)où u0(x) est une fontion régulière sur (0, 1), et ave des onditions auxlimites de périodiité. On disrétise ette équation sur un maillage régulier

(tn, xj) = (n∆t, j∆x) par le shéma impliite
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− 2un+1
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= 0.Ave des onditions aux limites de périodiité e shéma s'érit Aun+1 = unoù un est le veteur de omposantes un

j . Préiser la struture de ette matrieet en déduire que e shéma véri�e le prinipe du maximum disret, 'est-à-dire que si la donnée initiale est positive la solution disrète l'est aussi àtout temps tn.3 Equation de transport : 10 pointsSoit Ω ⊂ R
N ouvert onvexe à bord régulier, dont on note ∂Ω le bord et

nx la normale unitaire au point x ∈ ∂Ω dirigée vers l'extérieur de Ω. Soient
T > 0 et F ∈ C∞

c (]0, T [×Ω × R
N ) ; on note f la solution du problème

(1)



























∂f

∂t
+ v · ∇xf = F , (t, x, v) ∈]0, T [×Ω × R

N ,

f(t, x, v) = 0 , v · nx < 0 , (t, x, v) ∈]0, T [×∂Ω × R
N ,

f
∣

∣

t=0
= 0 .1) Notons w(t) = T − t ; érire le problème aux limites véri�é par la fontion

wf2.2) Montrer que, pour tout v ∈ R
N ,

∫ T

0

∫

Ω

f(t, x, v)2dxdt ≤ C

∫ T

0

∫

Ω

F (t, x, v)2dxdt ,où C est une onstante que l'on exprimera en fontion de T .
2



3) Soit g, solution du problème
(2)



























∂g

∂t
+ v · ∇xg = F , (t, x, v) ∈]0, T [×Ω × R

N ,

g(t, x, v) = g(t, x, v − 2(v · nx)nx) , (t, x, v) ∈]0, T [×∂Ω × R
N ,

g
∣

∣

t=0
= 0 .Montrer que

∫ T

0

∫∫

Ω×RN

g(t, x, v)2dxdvdt ≤ C

∫ T

0

∫∫

Ω×RN

F (t, x, v)2dxdvdt .4) Etudier la ontinuité dans Lp(]0, T [×Ω × R
N ) des appliations linéaires

F 7→ f et F 7→ g, où f et g sont les solutions respetives des problèmes (1)et (2) pour p ∈ [1,+∞[.
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