ECOLE POLYTECHNIQUE
3éme année, MAP/MAT 567
Transport et diffusion (G. Allaire, F. Golse)
Examen écrit du 17 Mars 2010 (2 heures)

1 Schéma numeérique en transport : 6 points

Soit une vitesse constante et positive @ > 0. On considére 1’équation de
transport sur R

ou ou n
E—Fa% =0 pour (t,z) e R xR

u(0,z) = up(x) pour z € R,

(1)
ot up(z) est une fonction réguliére sur R. Pour At > 0 et Az = 1/N >0
(avec N un entier positif), on définit les noeuds d’un maillage régulier
(tn,xj) = (nAt, jAz) pour n > 0,5 € Z,
ainsi que les points milieux
(tns1/2,%j412) = ((n+1/2)At, (j + 1/2)Az) pour n > 0,j € Z,

n n+1/2
On note u7, it1/27

(tn,;), respectivement (f,41/2,7;41/2), de la solution exacte u(t,z). On
consideére le schéma "saute-mouton"

respectivement u une approximation discréte au point

n+1 o n+1/2 n+1/2

u, —u.
J I 4q j+1/2 -2 _
At Ax
n+1/2 n—1/2
Uitz " Mg U T
At Ax

u

PO 1/2 . | .
avec la donnée initiale ug =wup(xj) et u /2 calculée de maniére consistante

J+1/2
a partir de ug (par exemple, par interpolation).

1. Montrer que le schéma (2) est consistant et précis a 'ordre 2.

2. Vérifier que la condition nécessaire de stabilité de Von Neumann est
satisfaite lorsque aAt/Azx < 1.



2 M-matrice : 4 points

Soit une vitesse positive a > 0 et un coefficient de diffusion positif v > 0.
On considére une équation de convection diffusion

ou  u O N
En +a8_x Vg = 0 pour (t,z) € R} x (0,1)
u(0,z) = up(z) pour z € (0,1),

(3)

ou up(z) est une fonction réguliere sur (0,1), et avec des conditions aux
limites de périodicité. On discrétise cette équation sur un maillage régulier

(tn,xj) = (nAt, jAz) par le schéma implicite

n+l _  n n+l _ n+l n+l _ o, n+l n+1

j uj N auj Uy B VujJrl 2uj + o,
At Az (Az)?

u

Avec des conditions aux limites de périodicité ce schéma s’écrit Au™t! = u»
ou u" est le vecteur de composantes u? Préciser la structure de cette matrice
et en déduire que ce schéma vérifie le principe du maximum discret, c’est-
a-dire que si la donnée initiale est positive la solution discréte ’est aussi a

tout temps t,,.

3 Equation de transport : 10 points

Soit © C R ouvert convexe & bord régulier, dont on note 99 le bord et
ny la normale unitaire au point x € 02 dirigée vers ’extérieur de 2. Soient
T>0et FeC®(]0,T[xQx RY); on note f la solution du probléme

%—i—v-vxf:F, (t,z,v) €]0,T[xQ x RV,
(1) flt,z,0) =0, v-n, <0, (t,x,v) €]0,T[x02 x RV,
f‘t:O =0.

1) Notons w(t) = T —t; écrire le probléme aux limites veérifié par la fonction
2
wfe.

2) Montrer que, pour tout v € RY,

T T
/ / f(t,z,v)dzdt < C/ / F(t,z,v)*dzdt
0 Q 0 Q

ot C' est une constante que 1’on exprimera en fonction de T'.



3) Soit g, solution du probléme

%"‘vag:Fa (t,x,v) 6]07T[XQXRN7

(2) g(t,z,v) = g(t,x,v —2(v - ny)ng) , (t,z,v) €]0,T[x0Q x RV,

g|t:0:0.

Montrer que

T T
/ // g(t, z,v)*drdvdt < C/ // F(t,x,v)?dzdvdt .
0 QxRN 0 QxRN

4) Etudier la continuité dans LP(]0, T[xQ x RY) des applications linéaires
Fr— fet F g,ou fetgsont les solutions respectives des problémes (1)
et (2) pour p € [1,+o0].



