
ECOLE POLYTECHNIQUE3ème année, MAP 567Transport et di�usion (G. Allaire, F. Golse)Examen érit du 14 Mars 2012 (2 heures)1 Transport et di�usion : 10 pointsEtant donné trois nombres réels ǫ > 0, U− > 0 et U+ > 0, soit uǫ ≡
uǫ(x, µ) la solution du problème aux limites
(T )















µ∂xuǫ +
1

ǫ
(uǫ − 〈uǫ〉) = 0 , |x| < 1 , |µ| < 1 ,

uǫ(−1,+µ) = U− , 0 < µ < 1 ,

uǫ(+1,−µ) = U+ , 0 < µ < 1 ,où
〈uǫ〉(x) =

∫ 1

−1
uǫ(x, µ)

dµ

2
.On admettra que le problème (T) admet, pour tout ǫ > 0, une unique solu-tion uǫ ∈ L∞([−1, 1]2) telle que x 7→ uǫ(x, µ) soit de lasse C1 sur [−1, 1].1. Cherher une solution de (T) série formelle en puissanes de ǫ de laforme

uǫ(x, µ) =
∑

k≥0

ǫkuk(x, µ) .Préiser u0, u1 et u2. Erire le problème aux limites de di�usion satisfaitpar u0.2. On pose
U(x) =

U+ + U−

2
+

U+ − U−

2
x , |x| < 1 .Erire le problème véri�é par vǫ(x, µ) = uǫ(x, µ)− U(x) + ǫµU ′ où U ′est la dérivée (onstante) de U(x) par rapport à x.3. Montrer que ‖vǫ − 〈vǫ〉‖2L2([−1,1]2) ≤ C0ǫ

3, où C0 est une onstante quel'on donnera en fontion de U ′. (On pourra multiplier par vǫ haquemembre de l'équation satisfaite par vǫ, puis les intégrer en (x, µ) sur
[−1, 1]2.)4. On pose Sǫ(x, µ) =

1
ǫ (vǫ(x, µ)− 〈vǫ〉(x)). Montrer que

|vǫ(x, µ)| ≤ ǫ|µ||U ′|+
√
2

|µ|

(
∫ 1

−1
Sǫ(x, µ)

2dx

)1/2

1



5. En déduire que, pour α > 0,
∫ 1

−1

∫ 1

−1
1[α,1](|µ|)vǫ(x, µ)2dxdµ ≤ C1ǫ

2|U ′|2 + C2

α2
C0ǫoù C1 et C2 sont deux onstantes que l'on préisera.6. Montrer que, pour α > 0,

∫ 1

−1

∫ α

−α
vǫ(x, µ)

2dxdµ ≤ 2C0ǫ
3 + 8α‖vǫ‖2L2([−1,1]2)7. En déduire que, pour tout ǫ ∈]0, 1], l'on a

‖uǫ − U(x)‖L2([−1,1]2) ≤ C3|U ′|
√
ǫoù C3 est une onstante que l'on préisera.2 Shéma numérique : 10 pointsSoit un oe�ient de di�usion ν > 0. On onsidére l'équation de di�usiondans le domaine (0, 1) ave une ondition aux limites de Dirihlet















∂u

∂t
− ν

∂2u

∂x2
= 0 pour (x, t) ∈ (0, 1) ×R

+
∗

u(t, 0) = u(t, 1) = 0 pour t ∈ R
+
∗

u(0, x) = u0(x) pour x ∈ (0, 1),

(1)où u0(x) est une fontion ontinue sur le segment [0, 1]. Pour ∆t > 0 et
∆x = 1/(N + 1) > 0 (ave N un entier positif), on dé�nit les noeuds d'unmaillage régulier

(tn, xj) = (n∆t, j∆x) pour n ≥ 0, j ∈ {0, 1, ..., N + 1}.On note unj une approximation disrète au point (tn, xj) de la solution exate
u(t, x). Pour un paramètre θ ∈ [0, 1], on onsidère le θ-shéma suivant

un+1
j − unj

∆t
− ν

(∆x)2

(

θ(un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1 )

+(1− θ)(unj+1 − 2unj + unj−1)
)

= 0 pour j ∈ {1, ..., N},(2)ave la donnée initiale u0j = u0(xj) et la ondition aux limites, pour tout
n ≥ 1, un0 = unN+1 = 0.1. Montrer que le shéma (2) est onsistant et préis à l'ordre 1 (aumoins). 2



2. On note Un le veteur de omposantes unj , pour 1 ≤ j ≤ N . Enmultipliant (2) par ∆t et en notant c = ν∆t/(∆x)2, montrer que leshéma peut se réérire sous la forme
AUn+1 = BUnoù A et B sont deux matries N ×N que l'on préisera, ave A qui esten plus une M -matrie strite. En déduire qu'il est toujours possiblede aluler Un+1 en fontion de Un.3. Montrer que, sous une ondition de type CFL que l'on donnera ex-pliitement, le shéma (2) véri�e le prinipe du maximum disret. Quepeut-on dire de sa onvergene en norme L∞ ?4. On va désormais étudier la stabilité en norme L2 du shéma. Montrerque le shéma (2) peut enore s'érire

Un+1 − Un

∆t
+KU∗ = 0, (3)ave U∗ = θUn+1 + (1 − θ)Un et K une matrie dont on montreraqu'elle est dé�nie positive. Véri�er aussi que

2U∗ = (Un+1 + Un) + (2θ − 1)(Un+1 − Un).5. En multipliant (3) par 2U∗ montrer que, si 1/2 ≤ θ ≤ 1, le shéma estinonditionnellement stable en norme L2 au sens où
N
∑

j=1

∆x|un+1
j |2 ≤

N
∑

j=1

∆x|u0j |2.
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